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нюю точку, достаточно взять частные производные от выражений (27) и (29} 
по х, у, 2. При этом нам придется принять во внимание, что Х является 
функцией х, у, 2, определяемой (26). С пругой стороны, заметим, что 
в силу той же формулы (26} подинтегральная функция в (27) обращается 
в нуль при 5==%. Поэтому производная правой частн по Х равна нулю. 
так как при образовании первой частной производной по каждой коорди- 
нате можно поступать так, как будто ® постоянно. Таким образом, если 


напишем (27) в форме: 
УК АВ — 0, 


то компоненты притяжения булут (полагая равной единице постоянную ири- 
тяжения): 


о ео, Е 
АХ ду 32 
где 
© а: 
А =| Е 
1-9) ИК, 
Пе 


Для случая внутренней точки (или на поверхности) имеют место те же 
вырэжения, в которых нижний предел интегрирования должен быть поло- 
жен равным нулю вместо \. Таким образом компоненты притяжения одно- 
родного эллипсоидального тела на внутреннюю точку изменяются пропор- 
цнионально соответствующей координате этой точки. 

Эта важная теорема была впервые выведена Маклореном (1742) для 
случая эллипсопда пращення и затем обобщена Лежандром (1785). 
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Исслелования, которые составляют предмет настоящей кингн, теспо свя- 
заны с великими именами Гюйгенса (1642 — 1695), Ныютона (1642 — 1726), 
Маклорена (1698 —1746), Эйлера (1707—1783), Клеро {1713—1765), Далам- 
бера (1717—1783), Лагранжа (1736 —1813), Лапласа (1749—1827), Лежандра 
{1752—1833}, Айвори (1765—1842), Гаусса {1777 —1855), Пуассона 
{1781—1840}, Плана (1781—1864), Шаля (1798—1880), Эри (1801—1892). 
Якоби (1804—1851), Дирихле (1805—1859), Стокса (1819—1903), Кельвина 
{1824 — 1907), Пуанкаре (1854 —1912)... От этих иссчедований берут непо- 
среяственное начало замечательные Теоретические открытня математики и 
механики, значение которых в последующем их развитии вышло дазеко 
за пределы тех проблем, которые дали повод для их возникновения. 

Исследования, касающиеся физико-матемагической теории фигуры ила- 
нет, даже огвлекаясь от их значения для астрономических и геодезических 
проблем, в силу исторических причин, привлекали внимание математиков. 
И предсгавляемый этими исследованиями интерес возрастаст при мысли,” 
что следует ожилать крупипых усовер’иенствований и, большого прогресса 
в отношении решения трудных вопросов, связапных с ф турой н строением 
Земли и планет вообще. 

Я полагал не бесполезным в качестве подготовки к дачьнейшему изуче- 
нию составить этот скромный курс, в котором были бы с достаточной 
исностью и известной строгостыю изложены осиовы обычной механической 
теории фигуры планег. Как указывает заглавие книги, я ограничился изло- 
женисм основных частей этой теории, ие вдаваясь в дачьнейшие исследо- 
вання, конечно, полные ичтереса, но которые еще не выявили ту степень 
ясности и убедительности, которая необходима для того, чтобы дать нм 
место в книге учебного характера. 

Меня побудила к изданию этой книги мысль, что к немногочисленным 
изложеииям этого предмета я мог прибавить заметные улучшения как в 
смысле упрощения некоторых выводов, так и в отномении придания боль- 
шей строгости другим. Своим исслелованиям, отчасти уж» опубликованным, 
я призаз новую и, как мне представляется, более обосноваиную форму, 
исходя из теории Стокса, дающей зависимость между силой тяжести и 
формой внешней поверхности равнозесий как лля случая эллинсоида, так 
и для случая произвольной поверхности, мало отлачающейся от сферы. 
Мне удалось значительно упростить теорию Клерэ, относящуюся к жидким 
планетам, состоящим из эллипсоидных слозв. 

Мне представлялось особенно нитересным отлелить те результаты, кото- 
рые не зависят от специальных гипотез относительно способа распречелення 
массы внутри планеты, от тех выволов, которые основываются на предио- 
ложенных аналитических выражениях для внутренней плотности. С этой 
точки зрения мнз кажется, что до сих пор боль’цинство изложений пред- 
ставлязе некоторое сме пение, и что часто многие иедостаточно отдавали себе 


1+ 
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отчет в тех громадных успехах, которые сделали трулы Стокса (1849) 
в теории фигуры Земли. 

Намерзние разделить эти два рода исследований и логическая последо- 
вательность привели меня к порядку изложения, который является по необ- 
ходимостн обратным порядку исторического развития. Я надеюсь, что 
не будет сочтено за недостаток мое заявление о том, что я не имел намерения 
придать настоящему изложеиию исторического или библиографического ха- 
рактера. 

Прибавлю, что будучи геодезистом, я придал в моей книге наибольшее 
значение первому из указаниых двух видов исследования, обратив особое 
внимание на исследования силы тяжести и уровениой поверхности Земли 

Для тех читателей, которыз недостаточно знакомы с высшей матема- 
тикой, я изложил необходимые сведения о формуле Грина и теории потен- 
циала в более простой и краткой форме в Приложении. 

Те, кто желал бы изучкть наш предмет с исторической и библиографи- 
ческой стороны, имеет в своем распоряжении известную книгу Тодгентера 
(Тодпищег: А Ш5фюгу оЁ @е шафетаНса! Шеопцез оЁ А#№гасНоп$ ап@ оЁ Ше 
Ефше оЁ Фе Еа\йв, Гопаон 1873), которая доведена до середины 
ХХ столетия, а для последующей эпохи найдут многочисленные данные 
в различных главах шестого тома Энциклопедии математических наук (ЕпсуК- 
Торёе @ег шаешайзснеп У\/1взепзсваНеп, В4. У, 1.9р2е). Следует отме- 
тить еще интересные исторические монографии профессора Цанотти-Бьянко 
(0. Хапо-В1апсо), неутомимого исследователя и популяризатора нашего 
предмета. 
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УРОВЕННЫЕ ПОВЕРХНОСТИ И ИХ СВОЙСТВА 


1. Два ГЛАВНЫХ ВИДл ИССЛЕДОВАНИЯ, Исследования, относящиеся к механи- 
ческой теории фнгуры планет, могут быть разделены на две главиых кате- 
гории: 1} исследование так называемой поверхности равповесия и зависи- 
мости ее формы от притяжения, которое планета производит во виешнем 
пространстве, 2) исследование фигуры равиовесия согласно гипотезе пол- 
ного или частичного жидкого состояння планеты и данных гипотез относи- 
тельно внутреннего распределения плотностей. 

Исследования первого вида относятся, главным образом, к геодезии, 
‘поскольку они занимаются изучением земной тяжести, и к астрономии, 
поскольку они дают точиые выражения для притяження, которое Земля 
оказывает на другие тела солнечной системы. 

Исследования второго вида имеют прямое отношение к математической 
физнке и представляют особый интерес для изучения космогонических ги- 
потез, звездной эволюции, а также формы и внутреннего строеиня планет 
согласно гипотезе их первоначального жидкого состояния. 

2. Компоненты силы тяжести. Донустим на иекоторое время, что планета 
состоит из твердой недеформируемой массы, имеющей поступательное дви- 
жение, одниаковое с центром массы, и равномерное вращение вокруг оси, 
проходящей через упомянутый центр. Будем пазывать отиосительиым дви- 
жением тела такое движение, которое отнесено к осям (х, у, =), неизменно 
связанным с планетой. 

Возьмем бесконечно малую массу (материальную точку), предоставлен- 
ную без начальной откосительной скорости действию пганеты в точке Р, 
пазовем направлением вертикали в Р начальное направление относитель- 
ного движения упомянутой материальной точки, т. е. направление каса- 
тельной в точке Р (конечно, в сторону движения) к траектории нашей мате- 
риальной точки, и назовем тяжестью в Р ускорение в относительном дви- 
жении в начальный момент этого двизкения. Поскольку начальная скорость, 
согласно условию, равна нулю в этот начальный момент, направление век- 
тора тяжести совпадает с вертикалью, и этот вектор может быть получен 
как геометрическая сумма абсолютного ускорения А„ упомянутой материаль- 
ной точки и вектора, равного, но противоположного ускорению увлечения А. 
в Р; последнее есть не что иное, как центробежное ускорение, так как 
относительная скорость в начальный момент равна нулю. 

Поэтому имеем (геометрическое соотношение): 


= — А. 
Что касается А„, то оно составляется из ускорения 0® центра массы, 
происхолящего под влияннем действия других небесных тел, -и из ускорения 


вращательного движения. Компоненты этого последнего суть — 0°х, — ?у, 0, 
если обозначим через ® угловую скорость и примем ось вращения 
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=. 79 о Ю о 
за ось 2. Таким образом, обозначая через 40, 5,, а: компоненты а, лия 
составляющих А, будем иметь: 


с 2 о о 
Ч, — 9х, @,— зу, 5 


Что касается Аз то оно составляется из ускорения с компонентами А 
А, й сообщаемого ирютонианским тяготением массы инланеты точке 7 
и нз ускорения © компонентами Я,» а» Я» вызываемого притяжением той же 
точки Р другимн небесными телами. Отсюда компоненты силы тяжести 
выражаются так: 

ВА, + 52х а, — 0, ] 
ВУ-А, озу я, = (1) 


3. ВвРхИиЕ ПРЕДЕЛЫ ДЛЯ вторых и ТРЕТЬИХ ПРОИЗВОДНЫХ ЛОТЕНЦИАЛЬНОЙ 


Функции. Разности а, —@% и аналогичные по другим координатам представ- 
ляют особое значение для нсследовання приливов и периодических колеба- 
ний вертикальной линии. В первом общем исследованнн фнгуры планег 
ими можно пренебречь. Найдем верхний предел значений, которые могут 
принимать эти разности для тел нашей солнечной системы. 

Выведем формулу, дающую верхний предел для производных от по- 
тенциальной функции тела на внешнюю точку. 

Обозначим через х, у, 2 координаты прнтягиваемой точки и через а, 
6, с— координаты элемента массы ат притягивающего тела и положим: 


(а — ху 6—2 


будем иметь: 


1 
М би. и. о Зе} 
в? да уз я к С 


Пусть со а, с0$ В, с05$7 — направляющие косинусы прямой, проходящей 
через точки (а, 6, с) и (х, у, 2}, тогда 


д 
1 би - 


3 
— = —3с0$2 2); РЕ = 


= Л (15 созЗа — 9052) 


1 
Г. .3@—2%—) _ Зоозасозв й 


дхду — г: Г: > 
„а—х < @— х) (6— О 
= +15 С ИЕ -я-@ — 560521); 
№ 
Г. 15 @-@-Уе—а 155085708 В с05т 
ду я — В = 


Наибольшее числовое значенне 15 со53а —9с05@ ичеет ири а==0, 


1 
д зд - 


Для получения максимума выражения 3с95%9 (1 —5 05° 8) = положим 


равное 6. Максимум пронзведения с05@с058 при а==В= 
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соза ‚= 5118 с0$ и, гле х заключается между О и п. Для любого звачс- 
ция В максимуму Г соответствует в ==0. Таким образом максимум 7 сов- 
падает с максимумом 


Г —=3 5118 (1 —5 6082 8). 
Это выражение имеет максимум при В==3195', равный 4,13. Наконец, 


1 
максимум 05260535057 наступает при с054 —с0$ ВЕСУ —— и 


ИЗ 


равен Е УЗ . 


Предшествующие формулы позволяют пайтн верхние пределы числового 
значения частных производных потенциальной функции И тела с массой М 
на внешнюю точку, ссли обозначим через г, нанменьшее расстояние притя- 
гиваемой точки от тела. 

Для вторых и третьих производных получим: 


у |< ЗМ, 
9х ду В: 

зу [ем _ ми а 
эха т: дд 34 


г 2М р 
Таким ооразом можно во всех случаях принять = за верхний предел 
Е, 
т 


6мМ г 
числового значения вторых производных, и о за верхний предел производ- 
т 
ных третьего порядка. 


4 Влнянив пЕБЕСНЫХ ТЕЛ Нл КОМНОЦЕНТЫ Силы тяжести. На основании 
НОтО мы можем пайтн верхний предел числового значения разности 

а и аналогичных выражений в формуле (1). 

Для этой цели рассмотрим, кроме данной планеты, одно из небесных 
тел С, н обозначим массу последнего через М, и потенциальную функцию 
на точку планеты через И,. Обозначая через Я посгоянную ньыютонианского 


тяготения, будем иметь; 
ду. 
= р о (2) 
7 


и на основании теоремы ускорения центра массы: 


и. 
ма — 


где М есть полная масса планеты, а интегрирование распространяется на весь 
объем, занятый ланной планетой. 
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С другой стороны, обозначая через а, 6, с коордннаты элемента массы 
планеты и разлагая по ряду Тейлора, получим: 


илл +В), 


Ат 


+5 (535). га (5). Неа (в). + (=) Я (4) 


‘т 


где индексы (с) отпосятся к назалу координат, а нндексы („} — к точке М, 
отлнчиой от начала, имеющей координаты @а, ©'6, 0"с (6, 6', 6” заклю- 
чаются между нулем и единицей). 

Начало координат принято в центре массы планеты. В таком случае 
точка ЛИ находится внутри планеты. Умножая последнее соотношение на Ах 
и интегрируя по объему т, будем иметь: г 


Гы 81 йе и(5*), [о ©) 


где > 
9 26мм, РМ, 
ГЕ 0 =. (6) 
7 т Тт 


Здесь /„ есть нанменышсе расстояпне точки планеты до точки небесного 
тела С„ и Д— максимальное расстояние точкн планеты от центра массы 
последней. Формулы (5} и (6) легко проверить, если принять во вниманне, 
что при интегрированни (4) члены первого порядка относнтельно а, 6, с 
исчезают, так как начало коорлинат прииято в центре массы, и если в чле- 
нах второго порядка а?, 2, 62, аб, 6е, са заменить зюрез О? — нанболыную 
вепичниу, которую они могут принимать, н, наконец, ссли вместо каждой 
пронзводной третьего порядка вставить ее максимальное значение, найденное 
в предшествующем параграфе. 

Подставим (5) в (3), опуская для сокращения пнсьма знак суммы, т. е. 
ограничивая вычисление той частью разностн а— а8, которая приходится 
на долю иебесного тела С„. Будем нметь: 


ди. у | 
в уг. (7) 
тде д 
СМ 
[=] о (8) 


При помощи разложения, аналогичного (4) получнм: 
и, т ау, р 
= (а = 77 =) тр 51 (5), 7 (=), АЕ: 


где = удовлетворяет тому же неравенству (8). 
Таким образом 


ва) (2) (нь © 
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Для попучення верхнего предела трехчлена: 
‚ду. у, ?у. 
вн т ем Е В 

(9) +» о 2 Зе д=/о 
даднм х, У 2 положительпые значения, а вторым производным — их наи- 
большую величнну, найденную в предылущем параграфе. Если а, И 
паправляющне косинусы раднуса-вектора О, ндущего из пачала координат 
в точку (х, у, 2), будем нметь: 


М, | аз 31. 


| = 


= т 
Так как а? -|- В*--\?==1, то наибольшее значенне выражения в скоб- 
3 
ках будет при Е В=1==—/=, когда упомянутое выражение при- 
МЕ из 


нимаст величину У 34. Отсюда 


зм,0 
н<==-. 
= 


т 


Таким образом будем, наконец, иметь: 


М.Р МУ» 
Е, 7 +545. (10) 
ы т 


о 
Здесь мы ограничились в выраженни 9х — @х учетом притяжения лишь 


олното небесного тела С.- 

Оценим в грубом приближении численное зиачение, которое имеет пра- 
вая часть формулы (10) в случае, когда рассматриваемая планета есть Земля, 
а тело С, — одно из прочих тел солнечной системы. Мы скоро увндим, что 
приближенное значение силы тяжести па земной поверхности можно выра- 
зить формулой: 


М 
А: 


Определим отаюда {и вставим в выражение (10), тогда для первого, 
главного члена правой части получим: 
\ 


гле О есть радиус земного экватора. 
Если тело С,— Солнце, то 


Пе Ь 1 [6 
5 — 4230 рый Е. а А 
2 00 500 © < 15090000° 


Если С,— Луна, то 


М; в [6 
== 0.0126; =} . 
м = 00126; ;.<560} "< 4880000 
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Если С, — Вепера, то 


тЫ, ее [в 
м ТТ, 648 1 < 1855000ОООО- 


Второй член правой частн (10) имест величину достаточно малую по 
сравненню с т. 

В общем изучении распределения силы тяжести на поверхности Земли, 
если принять во виимание ту точность, с которою в настоящее время про- 
изволятся измерения ее величины, мы можем пренебречь столь малыми вс- 
личинами, как полученные значения 31, а вместе с тем считать нсчезающе 
малымн и разности а, — а при рассмотрении напряжения силы тяжести. 

5. Влияние НЕБЕСНЫХ ТЕЛ ВА НАПравлЕНИЕ ВЕРТНКАЛН. Однако разности 
ах—@ имеют также влияние на направление вертикальной линни. 

Последняя образует с осыо х угол, определяемый из 


оз} — 8 — Вх 


= Уечее 


Релн в, получает прирашенне 8, то соответствующее изменение с05}, 
дается соотношением: 


т > Е 
ее ( т о очи 3. 
а т Г. 


Пусть 1. $ — соответствующие приращения #„ 2, тогда отклонение 
вертикальной линци может быть вычислено по формуле: 


|< [72 


1— Ибо сор Расе 


н ЗНА -- мар |- Эзищу: 


Пусть 8, 1, & имеют верхний предел / и, заметим, что наибольшее 
значение суммы: 
зи) {- зн р -- ни», 


1 4 
получается при = „== у== агс 60$ 7 22810 =. Будем иметь для верх- 


него предела т в секундах дуги: 


Для случая Земли предположим, что рассматриваемая точка нахо- 
Оштся вблизи ве поверхности, и возьмем для верхнего предела / одно из 
найденных в конце предыдущего параграфа значений. Найдем, что откло- 
нение отвеса под влияннем притяжения Луны ие превосходит 0",06. 

Влияние на земную вертикаль со стороны другнх тел солнечной снстемы 
сще того меньгне. 


о 

6. ПОВЕРХНОСТЬ УРОВНЯ. Отбросим в (1) члены а,— а», представляющие 

влияние небесных тел, и обозначнм через И потенциальную функнию ныо- 
тоннанского тяготення рассматриваемой планеты. Тогда булем имегь; 

Зи 


у ь и 
АО Л 
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2 
или же, положив ИУ Е ее»), (11) 


найдем 
9 и и 
; & : 8: 


откуда 


52 Гама Га 
&=У (=) бы = (=). 
Рассмотрим поверхность 
М" — сопзЁ, 


Она облалает тем свойством, что в каждой се точке нормаль, ваправ- 
денная в ту сторону пространства, в которую возрастает \, дает на осно- 
ванин (12) направленне вертикали- 

Назовем такую поверхность поверхностью уровня. Согласно уравнению 
(12), № имеет единственное значение для всех точек пространства и вие 
планеты явзястся непрерывной фуикиней, так же как и все ее производные 
любого порялка. Внутри планеты эта функция и ее производные первого 
порядка продолжают оставаться конечнымн и непрерывными, а производные 
второго порядка, оставаясь вообще конечными, претерпевают разрыв непре- 
рывности в тех точках, где меняется скачком плотиость. 

Отсюла следует, что через каждую точку пространства проходит одна 
и только одна поверхность урэвня, что такая поверхность имеет всюду 
единственную и внолие опрелеленную касательную плоскость, положение 
которой меняется непрерывно от одной точкн к другой. Внутри планеты, 
а также при вхождении снаружи внутрь нарушается нэпрерывность кривизны 
чиний, проведенных на уровенной поверхиостн, а равным образом и поло- 
жения главных сечений поверхности уровня. 

Из упомянутого свойства следует, что направление вертикали н на- 
пряженне снлы тяжести меняются непрерывно от одной точки к другой как 
вне, так и внутри планеты. 

Далее, очевидно, что составляющая силы тяжести в некоторой точке 


эй 
в направлении г выражается частной производной =, где под Зи подра- 
р: Эк р. 


зумевается элемент расстояния по направлению г. Действительно, мы имеем: 


и _эа д 9/8. 
Рау м 6659 5603 (У) Е 6560572) 


В часгности, можн» написать 
зи 


ви, из) 


где ди есть элемент нормали к уровенной поверхности, проходящей через 
данную точку и изиравленной в сторону возрастаиня 1. 
Рассмотрим две бесконечно близких уровенных поверхности, уравнения 
которых таковы: 
И—=6 Шзе& 
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где си дс постоянны, и проведем в точке А, лежащей на первой из них, 
пормаль до встречи в В со второй поверхностью; тогда можем написать (13) 
в форме: 
9с 
А. 13' 
О: (13°) 


где = — ускорение снлы тяжестн в точке А. Отсюда заключаем, что на 
урозенной поверхности снла тяжести меняется обратно пропорцио- 
нально расстоянию этой уровенной поверхности от соседней бесконенно 
близкой. Это свойство имеет важное приложенне в геодезии к геометриче- 
скому нивеллированню. 
Заметим, накоцец, что согласно (11) мы дя уравиения Пуассона 
получаем: 
А = — кр 262, (14) 


где А — плотносль вещества в рассматриваемой точке. 

7. ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА ПУлнКАРЕ. На основании элементарных сообра- 
жений гидростатнкн, если представить себе планету, состоящую из идеаль- 
ной жидкости, находящейся в пусточе, ограничивающая ее поверхность 
должна быть поверхностью уровня, и, кроме того, снла тяжести должна 
быть направлена внутрь массы. Предполагая планету жидкой и постоянной 
плотности А, Пуанкаре доказал, что должно удовлетворяться неравенство: 


«2 < 2:18. 


В более общем случае рассмотрим планету переменной плотности н най- 
дем нообходимое условие для того, чтобы во всех точках поверхностн $ 
планеты (которую мы пе предполагаем непременно соппадающей с поверх- 
ностью уровня, как это было в случае жндкой планеты) сила тяжести была 
направлена внутрь, что, очевидно, необходимо, так как нначе отдельные 
массы, находящиеся на поверхности планеты, должны будут оторваться. 

Еслн м внутренняя нормаль к поверхности 5 планеты, в каждой. точке $ 
должно существовать неравенство 


откуда 


где нитеграл взят по всей поверхности. 
С лругой стороны, нмеем по нзвестной формуле Грипа 1: 


ди а 
| о 48=—\ А 


где второй ннтеграл распространяется на весь объем, занятый планетой. 
Отсюда, принимая во вниманне (14), находим: 


а’ { 
| 45—45 (* до | Че (ауВ,, — 261), (15) 


+ См приложения, $ 3, формузу (6), 


УРОВЕПНЫЕ ПОВЕРХНОСТН И НХ СВОЙСТВА У7 


тле т обозвачает полный объем, а А„-— среднюю плотность планеты. 


Поэтому должно быть: ы а 
93 < 257%. (15°) 


Мы в пальнейшем увидим, что среднюю силу тяжеств на земной поверх- 
постн можно приближенно представить как о 


где &—— средняя плотность и Ю„— средний раднус Земли. Исключив УР 
при помощи этого выражения нз (15), найдем: 


ние. 


ее А 


2. №” 


Примем за еднницу времени секунду среднего времени, тогда 


Еслн при измерении угловой скоростн мы примем за единнцу секунду 
дуги, то второй член нужно разделнть на агс 1”, после чего получим: 


5 
у о < 313" и*. 
№ 


В спучае Земли (Р,==Ао} отсюда видим, что угловая скорость может 
увеличиться до 318” в секунну времени (продолжительность оборота 
около 19”), причем поверхностная тяжесть ие перестанет быть ваправлен- 
ной вниз. Для случая Юпитера (Ё„:№==0,242) следует в < 2134” (наи- 
меныцая продолжительиость оборота 2*20”). 

Далыше мы найдем более узкие пределы для угловой скорости, исходя 
нз других, более специальных гипотез. 


бк 7% 


ЫБЛЮТЕКА 


ХНУРЕ ‘ 
ив. № ИИД 


Ноцетиви П. | 
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8. (СУЩЕСТВОВАНИЕ ЗАМКНУТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ УРОВНЯ вБлизи Земли. В на- 
стоящей главе займемся некоторыми проблемами, имеющими особый интерес 
для нашей Земли ввиду того, что в них замешаны элементы, поддающиеся 
нзмерению, а также потому, что те формулы, которые здесь будут выведены, 
имеют важное значение в исследованиях фигуры геонда и земной тяжестн. 

Начнем с доказательства того, что, по крайней мере до опрелененного 
расстояния от физической поверхности Земли, уровеиные поверхности замк- 
нуты и имеют каждая едииствениую общую точку с раднусом, проведен- 
ным из центра массы. Допустнм следующие два положения, являющиеся 
данными наблюдения: 

1. Физическая поверхность Земли мало отличается от сферы. Точнее, 
мы можем взять на оси вращения такую точку С, наибольшее {| нанмень- 
шее расстояние которой от поверхности Земли отличается от среднего рас- 


1 
стояиня Ю„ меньше чем на = _—. Под А мы б удем подразумевать радиус 
т тор = мы бу у ) 


сферы, имеющей объем, равный объему Землн.) 

2. Если Ю, — наибольшее расстояние точки земной поверхности от 
точки С, М — масса Земли, /-— постоянная притяжения, ® — угловая 
скорость, то 

ов 1 
М 50° - © 


Первое из этих положений утверждается простыми астрономическими 
наблюдениями, в особеиностн, измереннем луиного параллакса. Что касается 
з 

®зА 
второго, то величина отношения М" выводится из элементов лвижения 


* 


1 
Луны вокруг Земли и получается почти равной 28° Приняв во вниманне, 


что Ю-Ю„< т получим иеравенство (1). 


Рассмотрим радиус-вектор СР и найдем, до какого расстояния от точки @ 
фуикция будет во всяком случае убывающей при возрастании расстоя- 


9 
ния СР—а. Заметим, что производная д сть ие что иное, как со- 


ставляющая Х’ силы тяжести по направлению РО. Но Х во всяком случае 
больше того значения, которое оно имело бы, если бы вся масса Земли 
была сосредоточена в Т-—точке, где продолженная прямая Р@ встречает 
сферу $;, описанную радиусом Ю, из центра С, и если бы центробежная 
сила в точке Р была направлена по прямой СР. Поэтому имеем: 

ум 


>в “*4- . 
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ЮР ь а 
Помножив на и’ ноложив пу 58 и прниомнив (1), получим: 


10Й ТЯЖЕСТИ 


В? 1 58 
т” 2 

Второй член положителен для х, заклю- 
ченного между Он 5,89...; поэтому Х по- 
ложитечьно дя значений а, закчючающихся 
между А Н 5,89 Ю:. Остается доказать, что 
вдоль любого радиуса-вектора И убывает, 
начиная от сферы 5, раднуса А; до рас- 
стояння, равного в круглых чнслах шести 
земным раднусам. 

Для этой цели вообразим себе сферу $. 
с центром @ и радиусом А, =5№);. Пусть Га) 
и $-—-чточки, в которых некоторый радиус, 
проведевный из точки @, встречает сферы 
5$, и 5. В © будет: 


УМ 
">5р,, 


Черт. 1- 


ив 5$: 


М эр? УМ 2 
сес В ДНЕ м 
Ю— № 2 А 


УМ ( 1 а 
= {25 ь 
А Я 


Последиее выражение в скобках меньше единицы на основанин нера- 
венства (1). Отсюда: 
УМ 


< эр, < о. 


Так как \ непрерывно убывает от © до 5, мы будем иметь одну 
ЛА 

и только одну точку между © и $5, для которой ии. Это рассуждение 
я 

можно повторить для любого радиуса-вектора. Таким образом имеем по- 


верхность уровня » (поверхность == м), которая замкиута н встре- 
+ 


чаег радиус, выходящий из точки @, одии и только один раз. Исходя из 
найденной таким образом » и идя внутрь или наружу, докажем существо- 
вание бесконечного числа других замкнутых поверхностей уровня ана- 
логичных У, так как в пространстве, заключенном между $ и $,, 


и 
пронзводная р конечна, отлична от нуля Н постоянного знака. 


Приведенные рассуждения недостаточны для того, чтобы доказать суще- 
ствование замкнутых поверхностей уровня внутри планеты. Однако апало- 
тичными рассуждениями можно доказать существование таких иоверхностей 
до глубины в 600 км от поверхности Земли в иредположении, что до та- 
кой глубины плотность земных слоев ие превосходит шестикратной илот- 
ности воды. 


9. Форма УРОВЕННЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ НА БОЛЬШИХ РАОСТОЯНИЯХ ОТ ЗЕМЛИ- 
Пусть Ю,, есть раднус сферы с центром зяжести, С `и заключающей 
и» В 
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в себе всю массу Земли. Потенциальная функция У убывает вдоль каждого 
раднуса при удалении от поверхности самой сферы во виешиее простран- 
ство. Отсюда слелует, что, если ось 2 есть ось вращеиня, ё— одна из осей, 
проходящих через С и пернеидикулярных к 2, то значение функции № 
в точке на оси = непрерывно Убываег при удалении от (С, начиная от 
сферы ^. Напротив, вдоль оси # убывает вплоть до некоторой точки, после 
чего оно вновь возрастает до бесконечности. Отсюда для значений с, мень- 
ших некоторого положительного конечного числа, поверхиость Ш==е 
ие может иметь общих точек © плоскостью, проведенной через С нормально 
к оси вращения. Другими словами: на известном расстояний от Земли 
ровенные поверхности становятся незамкнутыми. 

На больших расстояниях от Земли потенциальная функция И может 


быть приближенно выражена через /М:р, где р== Их НУ -Н22 есть рас- 


стояине точки от цеитра тяжести @. Отсюда уравиение уровенной поверх- 
ности может быть приближенно написано так: 
УМ ‚2 Л 
Ро с. \2) 
е 
Это есть поверхиость вращения, у которой уравиение мериднана, если 
через # обозначить расстояние точки от оси 2, таково: 


с 


УМ Го. 
с, 
Ува ® 

откуда, положив 

«3,3 -@ В р 

И 0 И. ' 
получим: 

1 № В в 
ИВ- 2 283 `2Ю,” 


Эта кривая имеет асимптотой прямую, параллельную оси 2 и 
отстоящую от последней на расстоянии 


п ь 


Кривые пересекают ось 2 на расстоянии 


2 
20 —-, В 


от С. Пересечения с осью Ё находятся па рае- 
ст янин т от п, определяемом уравнением 
р 
ле (4) 
Кт Ют 


Для достаточно больших значений Й оно 
Черт. 2. имеет лва положительных корня: кривая имеет 

в этом случае две ветви, из которых каждая 

встречает ось # (см. черт. 2). Для малых значений Й нет действительных 
пересечений кривой с осью &, и кривая состоит из двух ветвей симметриз- 


О 


А 
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ных относительно этой оси. Значение йз, которэе разделяет эти два слу- 

ы 

чая, определяет двойной корень уравиения (4), для которэго кривая имеет 
> 


8 
двойную точку на оси Е. Без труда находим #,=ЗУ)А и соответствующее 


значение т: ыы 
И 
= о 5 


1 


Для =: №=— 0,4527, ч==6.6 1. 


Отсюда можно найти путем разложения в ряд, что в двойной точке 
при #==№ 0бе ветви кривой пересекают ось & под углами 60 и 1205. 

10. СРЕДНЯЯ КРИВИЗНА УРОВЕННОЙ ПОВЕРХИОСТИ. Линия сил. Назовем силовой 
линией ортогональную траекторию к урозенной поверхиости, или такую 
линию, для которой касательная в любой точке совпадает с вертикалью 
в этой точке. Первая кривизиа силовой линии, а равио и главная кривизна 
уровенной поверхности 5 в данной точке выразятся через вторые произ- 
водные функции И. 

гаи’ 

Косинусы направления нормали к 5$ равны к и т. д. Таким обра- 

зом, называя через А радиус первой НЕ иормального сечения $ 


в точке М, найдем: 


Т, (5} 


в т Эа, 9 а _ В 
ь 2 \ 9х ая ду ая 8 —) Е 


где условимся считать А положительным, если нормальное сечение обра- 
щено вогиутостью в ту сторону, куда возрастазт (также в ту сторову, 
куда иаправлеиа сила тяжести, короче говоря — вниз). С другой стороны, 
диференцируя два раза Е 

И (х, у, 2)=с 


по отиошению дуги $ иормального сечения и предполагая, что за ось 2 
взята вертикаль в /М, направленная вииз, будем иметь для точки М: 


йе зи эми зи 
=0, ==0, ==2. { 
2 Ах в ки © 
= ах? о У ах бу УГ у 
. . 7—0. 
и р уху 2 4 п) м ® 


Назовем через а угол, который образует иормальное сечение в М 
‚С осью х; получим: 


ах _ Ну В 
15 =508%, ва, 


откуда при помощи (5) и (7): 


зи и зи 
—— - 052 2—- я —_— $112 
Е: #-- а с0$ я эша -|- Зуя 1 ") * 
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Пусть А, ин Ю, — главные радиусы кривизны поверхности в М. Будем 
иметь: 


К В а д ду 


тр м _ = 
В 2 [5 ду? (5 | | 
Для нахождения первой кривизны силовой линии в М заметим, что, 


обозначая через 4п элемент силовой линии по иаправлению вверх, иапра- 
вляющие косинусы будут: 


1 1 | у, № \ 
темы). | Ь 


ахти 
ап 2% 
и т. д., откуда 


вх 1 ава та т 
ат? вап %х т 


и т, д. Благодаря нащему расположению осей 4" ==— 42. Следовательно: 
ех 1 м А К. В: Та, т 
т в дд’ ат рду’ це в д 


С другой стороны, имеем: 
97 \? 9/2 ЗИ’? 
а ый 
откуда, беря производиые и принимая во внимание (6), получим для 
точки М: 


де _ УМУ де ву 
о бр да ИИ и а 


и подобным образом: 
ии му 
0 № ал’ \ 
откуда 
фх _ 14 ау _ 1 4 &2= 


, , 0, 9 
ат г ах ат? веду ат? в 
Первая кривизна силовой линии будет: 
т 42), (=)? 
11 (®) +(*) к 
& 2 8х ду р 
Из первой формулы (8), принимая во внимаиие, что 
эм ху де 
ВЫХ — 22 — Ак} ь 
92 з ду? ы 42 - н 82 
найдем: | д а 
= - 
+} — 24а — 242, 10] 
= К, =) 42 : С 
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Это есть формула Бруиса, которая связывает скорость убывания силы 

сти © высотой, среднюю кривизиу уровенной поверхности и плот- 
м Е (которая должна быть, конечно, положена равной нулю для внеш- 
а точек Земли). О Е 

1. ПРИВЕДЕНЫЬ АСТРОНОМИЧЕСЧОЙ ШИРОТЫ И ДОЛГОТЫ К УРОВНЮ МОРЯ, Пред- 
роложам, что измерена ;астроиомическая „широта фи долгота А точки №, 
находящейся на высоте В над уровнем моря. Лииия сил, проходящая че- 
рез №, встречает геоид в „точке М, в которой иаправлеиие вертикали не- 
много отличается от вертикали в № Назовем через $ {-82, №--6\ астро- 
номическую широту и долготу в точке М: это есть также широта и дол- 
гота в №, приведенная к уровию моря. 

Формула (9) дает приближенную величину поправочных членов 65, 2). 
На самом деле, примем начало коорлинат в М, возьмем вертикаль 
в этой точке за ось 2, ПЛОСКОСТЬ астрономического меридиана за пло- 
скость 2х. Два первых иаправляющих косинуса вертикали в М будут 
нулями, а вертикали в № получим из ряда Тейлора, принимая во внима- 


вие (9): 
ах _., /@х бп /д= 
—68л = Сар 
ап лы -ы Е 
ь (1) 
йу__ вп [8 
пу. ет С а 
дп 80 в/в 
где индекс 0 относится к точке М. 2 


С другой сторомы, если на сфере радиуса & пред- 
ставим точками Х, У, @ направления координатных 
осей (точки Х и У изображают точки севера и во- 
стока), 2' — направление вертикали в М, Р— северный 
полюс мира (см. черт. 8), будем иметь: 


дуга (РЕ) ==90? —$— 8%, 
дуга (РЯ') =90° —, 
угол (7РЯ') =. Черт. 8. 


2 


Отсюда из сферических треугольников РХЁ' и РУ’ получим: 


с05 (2°, Х)== Е — 10 0$ ($ -- 88) — <08 $ эй (ф -[ 29) с0$ 8, 


с0$ (2',У} =“ = с05 $ зп &- 


Пренебрегая малыми величинамн порядка выше первого и приннмая во 
внимание (11), найдем: 


` ёп (а бт [8 
в=— (=). °овва- (=). 
2 \9х /ь 2о \ЗУ/ о 


Эти формулы позволяют вычислить поправочные члены для приведения 


ое н долготы к уровню моря в случае, если известны градиенты 
38 Е 

3; ( \ силы тяжести на геоиде в направлении севера и востока. 
х ду 
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12. ИЗМЕНЕНИЯ УРОВЕННОЙ ПОВЕРХНОСТИ ПОД ВЛИЯНИЕМ НЕБОЛЬШИХ ВЕРТИКАЛЬ- 
ИЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ПОВЕРХНОСТНОЙ Массы. Начнем с исследования вертикаль- | 
ного смещения уровенной поверхности в точке Р в случае, когла вблизи 
этой точки фуикция И получает небольшое изменение 617. Проведем че- 
рез Р виешиюю нормаль РО, и пусть р, Йо значения \ в точках Ро 


и ©, которые мы принимаем очень близкими между собою. Получим, так 
как Рот 


7, х 
о бе --- = Ир и ..., 


0 иби=е где мы отбросили малые второго порядка. Отсюда. 
следует, что, если \ вблизи Р получает приращение 
5 ре ВИ ябм, поверхность Ш=—=с, первоначально про- 


ходившая через Р, будет теперь проходить через ©. 
Отсюда смещение уровенной поверхиости, соответству- 


Черт. 4. ющее изменению 5 функции \, приближенно равио: — 
` ви’ | 

бп = —. 12 

Е (12) 


| 

Рассмотрим теперь земной слой постоянной толщины, состоящий из 
однородного вещества, имеющий круговое основапие и большое прэтяже- 
ние по сравиению с толщииой, нижняя поверхность которого совпадает 
с уровениой поверхиостью $. Предположим, что вещество такого слоя 
уплотняется и полиостью коиденсируется на поверхности $. 

Найдем, какое изменение вызывается этнм в функции И для точки Р, 
находящейся в центре основания слоя. Вычисление можно произвести, пре- 
небрегая кривизной слоя, т. е. отождествляя его с одиородным круглым | 
цилинлром. Если дана высота г, радиус основания К, плотность Ё, то 
потенциальную функцию цилиндра на точку Р нетрудно получить в сле. 
дующем виле: . 


и 


8 УюЕ 28 — 2) пл. 
о 


После конденсации цилиндра в плоскости его осиования потеициальная — 
функция принимает вид: 


—:® 


И АК = 25| раз. . 


= 


Возьмем разиость, предположив, что А очень велико по сравиению 
(© 23 


за 


2 ` 


ИЕ = 


= 
(ВЕ УЮТА 4=2:1 (2 
5 


=_— 


и отбрасывая члены с 28: 


*(#—#р+...). 
| 
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С этим приблнженнем результат ме зависит от рэдиуса слоя, посколь- 
ку, понятно, этот последний велик по сравнению с толщиной. Оно и 
понятио: частн слоя, удалениые от центра Р, производят почти одинако- 
вое действие до и после конденсации, потому что их расстояиие от Р 
полвергается очень малому относительному изменению. Отсюда следует, 
зто формула (13) верна также, с той же степенью приближения, и для 
слоев с основанием, отличным от круга, если только расстояние точки Р 
от края слоя очень велико по всем горизонтальным направлениям по срав- 
нению с толщиной слоя. р 

При упомянутой конденсации И” изменится, таким образом, почти на 
/тЁг?, и вертикальное смещение уровеиной поверхности будет на осно- 
ванни (12): 


Заменяя = приближенным выражением: 
4 
= ЕВ, 


где А, и Ю„ — средняя плотность и средний радиус Земли, получим: 


Е. ЗА 
м Е (14) 

Рассмотрим для примера плоскогорье Памира в Азии, имеющее сред- 
июю высоту около 4000 м, и предположим, что вещество его было пер- 
воначально скоиденсироваио на уровне моря. (Эта гипотеза с физической 
стороны абсурдна и имеет целью дать лишь представление о величине 
значений би, соответствующих большим катаклизмам, подобиым тем, кото- 
рые вызвали поднятие Памира.) Перемещение, которое претерпеля поверх- 
ность геонда благодаря подиятию плоскогорья, цается (14) с обратным 
знаком. Полагая 


получим это перемещение равным — 0,80 м. 

По сравиемию с грандиозностью теологического явления, которое мы 
рассмотрели, и по сравиению с теми неправильностями геоила, которыми 
обычно пренебрегают в геодезических исследованиях, подобное перемеще- 
ние можно считать действительно ничтожным. 

18 ВлияннЕ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ вл ЗЕМНУЮ тяжесть. В $ 4 мы иашли строгим 
методом верхний прелел того влияния, которое имеет притяжение другого 
небесного тела ма компоненты тяжести данной планеты. Теперь мы при- 
ближенным вычислением оценим величину такого воздействия. Рас- 
смотрим прихяжение Земли небесным телом С (Солннем, Луной и т, п.) 
и найдем потенциальную функцию Ц тела С. Приияв за назало координат 
центр массы О’ тела С, назовем через Хо» У» 20 Координаты центра 
массы С Земли; х— ха, у=ж-РЬ 2=25 +1 пусть будут коор- 
динат-ми другой точки Р Земли. ВЕбОЕСИЧОНЫ близ поверхности последней. 
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Из вычислений $ 4 следует, что влияние Аз, тела С иа составляющую 
земной тяжести в Р можно выразить через 


хз 2 8 
Ао, = | р 15 
де, м, О 5) 
Р где индекс 0 относится к точке а. центру массы 
“ Земли. 


Сюда входит выражение потенциальной фуик- 
ции (); приближенное зиачение ее получим при 
помощи разложения в ряд, принимая размеры 
тела С очень малыми по сравнению с расстоянием 
в0'. 

Обозначим через & =’ элемент М массы тела С, 
в’ — его расстояние от центра 0", а 
координаты, г-—его рьсстояние от точки Р; по- 
Черт. 5. ложнм О'Р==р, угол (р,р') = (черт. 5). Получин: 


Пра — 20' <05 1 


и р Ы ай 2? 
Ра р (1+-В 2 оз) Ааа <051 — 255 И — 3 с) ..., 
откула 
т. а _ М 1 Е т 1 6 3 
ии, со57Ё' ив [в 2(1 — 3002) а --..., (16) 
гле /' — масса тела С. 
Так как 


' а 5 . 
Р Че у 22, 


то первый интеграл последней части (16) превращается в иуль, так как 
начало координат взято в центре тяжести С. Допустив, что оси коорди- 


нат совпадают с главными осями ннерции тела С, получим: 


[ока [рун унеФ-ОЮ, 
О 
Ге со А’ д [= р уу 22 Ч" 
а ОКР ОФ 0—), 


где Р, ©, Ю — главные моменты инерции тела С. 
Подставляя в (16): 


О зн —Р) УЕ Р- ОФ 90—28 + *.- 


` 
и называя через }, р, у направляющие косивусы прямой О’Р, получим: 


М, 1, 9-5—29, „Ю+Р—20 ,‚ РО—2ю 
= [+=(> Ме о ТН ма 1" Ма ]. 


, 
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Моменты нисрции меньше №0'?, где О’ — максимальный радиус-вектор 
поверхности тела С. Поэтому с точностью до малых второго порядка отно- 
шенне 0':р можем положить равным: 

м Е 
Е Е 
20 М ЗМ И _ЗМху 92 _ ЗМ'ха 
0х 23 2’ д 2 ’ м [2 


откуда 


> (17) 


Значения этих производных для точки хо, Ус, 25 (центра массы Земли) 
мы должны вставить в формулу (15). 

Если взять ось 2 параллельно вертикали в Р, направленной вниз, оси 
х и у параллельно иаправлению к точкам тога и востока, обозначить 
через А расстояние С’ от цеитра массы тела С до центра массы Земли, 
через & н А зенитное расстояние и азимут С по отиошенню к Р, то 
получим: 

Ж—=А318с08/, У=-—А5$1с05 А, 2=—А5056. 


Что касается а, В, | (проекции радиуса ма оси’ координат), то мы мо- 
жем с достаточным приближением принять Землю за сферу радиуса Ю„, 
и тогда: 

ЕМУ 1534 Е 


Отсюда согласио (15) и (17) (где положим А вместо р): 
де; — — Ззв С ссз 05 АЗ АИ, 
Подобным же образом найдем: 
В, 
ав М, 


Ав, —=(—1-- 3008? &) и №'. 


Ару=З п 6 с05 { 1 А 


Какие же отклоиеиия вертикальной линии соответствуют таким прира- 
щениям компонентов силы тяжести? Примем, как и раньше, за ось г ие- 
возмущенную вертикаль, а за оси х и у направления к югу и востоку, 
тогда два первых косинуса направления отклоненной вертикали будут, пре- 
небрегая малыми второго порядка: 

‚ А, А, 


60$} = не А 
8 # 


С другой стороны, обозначая через у полное отклонение и @ азимут 
плоскости, в которой оио происходит, получим: 


с05 == —$№11с0$а, —©0$ в = эп у5ша, 


откуда до малых второго порядка: 


15054==8511 5 с0$ &с0$ А 


15$ о = 3510 & с05 & 5 А Ал * 
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ЕМ 
и, заменяя & приближениым выраже ‘ием о 
т 
7 м! КЗ 
176055 —=3 51 05 & 0$ Аи о 
м ЮЗ 


УЗ соз 5 А. 
Что касается величины силы тяжестн, то благодаря взятым направле- 
ниям осей ее изменение равно с точностью по малых второго порядка 


будь 5 
2] 


ВЕ Е(— 1-Е 309!) = п. 


18а. Потенцилльнля Функция прилива Сохраняя обозиачения прочилого 
параграфа и полагая 
и 927 92 
—) =Аи, (= =, (= = ль 
92 /ь аду \ 92/5 
влияние, которое оказывает небесное тело С на компоиенты тяжести в точке 
Земли Р (х, у, 2), можно написать в форме: 


92 до 9 
8. А 2 , 
т ор 37 ее > 


где функция 9 (потенциальная функция прилива, образованного телом С) 
определяется равенством: 

20— (и —х.} Ан- (у— 50) Аь-| (2 — РА Е 2(х— 2) (у—удАь- 

2 (у-ж(@— 2) Ав + 2(2—2)(х— м) ди. 

Возмущающее действие тела С на иаправление вертикали и на земную 
тяжесть может быть, таким образом, аналитнчески представлено прибавле- 
инем члена Ро к функции \ (5 6), производные которой дают компоненты 
силы зяжести. (Согласно сказаниому в 5 12 соответствующее вертикальиое 
смещение уровениой поверхности земной тяжести в рассматриваемой точке 
определяется с достаточным приближением из а 


са 
РГО 
8 
Приняв за ось 2 прямую, соедиияющую центр массы Земли @ с точ- 
кой Р, и полагая ОР==Ю, найдем: 


х—ж—=0 у—у—=0 2-—д-А, 


откуда 
1 1 
9—7 Аз в Эк ГА. 


Вычислением, аналогичным тому, которое было применено в предше- 
ствующем параграфе, найдем, что 
` м’ 


Ав ях (1 — 3052), 
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гле @— угол, который образует прямая (0', соединяющая центр массы 
Земли и центр тела С с радиусом-вектором ОР. Пренебрегая сжатием 
Земли. можно @ заменить через &— геоцентрическим зенитным расстоянием 


тела С для точки Р. Отсюда нмеем; 
== 1 гро (1 — а 
ИИА (1 — 3с052 <). 


Это — осиовная формула для вычисления высоты прилива в так называе- 
мой статической теории приливов. 


Глава третья 
ТЕОРЕМА СТОКСА. О ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ 


14. Теорема Стоксл. Если дана внешняя замкнутая уровенная поверх- 
ность и известна маса и угловая скорость вращения планеты, то 
величина и направление силы тяжести определяются однозначно для 
каждой точки данной поверхности и во всем внешнем пространстве. 

Заметим, что, если И, есть потенциальная функция (неизвестиая) пла- 
неты в точке внутри поверхности 5, то согласно формуле Грина? будет: 

авы [дымшнвы р 

1 9 

5 < 
где 4 — элемент внутренией вормали к $ и М— полиая масса планеты; 
первый иитеграл распростраияется на всю поверхиость 5, а второй — иа 
весь заключенный в ней объем. а 

Пусть У есть потенциальная функция планеты на внешнюю точку, тогда 
будет (на основании иепрерывиости первой производной ог потенциальной 
фуикцин) в любой точке 5: Е 


визу 
мт 5’ 
и отсюда: 
| и —= 4 М. 
/) дп ь 


$ 


Если допустить, что потеициальная фуикция во виешнем пространстве 
может иметь два различиые значения Ии у!, то должно быть: 


(ав = (и 45, 
4 вв 


и положив 
иУиИ=и (0) 
будем иметь: 


(аз =о. ©) 


С другой стороны, @, определяемое (1), есть, очевндно, гармоническая 
функция для всего внешнего пространства, а иа самой поверхиости $ есть 
постоянная, так как две фуикции У и У’' должны удовлетворять на по- 
верхности 5 условиям: 


А = (7 - уз) — соп5ь 


А+ Е (5х2 -[- у?) = сопз. 


* Сы. приложение, $ 3, формулу (6). 
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Применим теперь ко всему простраиству, внешнему по отношению к 5, 
формулу Гринат: 
< 


Пе обеарлые 


Первый нитеграл правой части есть нуль на основании (2), принимая во 
внимание, что И постоянно; второй интеграл также равен нулю, потому 
что А,0==0 для внешией точки. Следовательно, и левая часть должиа 
равияться иулю, что возможно лишь при 


80 30 30 
&х м = 


== 


в каждой внешией точке по отношению к 5. Поэтому во внешием про- 
странстве должно быть И==сопзё. Но, так как С обращается в иуль на 
бесконечно большом расстоянии, то И=—=0 во всем внешнем пространстве. 
Отсюда И=У". 
Виешняя потенциальная функция, таким образом, определена одиозначно, 
. так же как и функция 


ли ба, 


а слеловательио, и величииа и направление силы тяжести. 

Замечание. Если $ есть поверхность вращения, например вокруг оси 2, 
то функция У должиа оставаться неизменной при всех изменениях коорди- 
нат, выражающих _ ‚вращение Около оси &. Поэтому У должно зависеть 
чолько от х? Нл Уи от 2; также должна существовать и внутренияя сим- 
метрия отиосительно оси вращенияс поверхности 5. 


15. Дополиения к тЕОРЕМЕ Стоксл. Если дана масса и внешняя уровенная 
поверхность $, то этим определяется положение центра’ массы пла- 
неты и направление главных моментов инерции. 

Действительно, рассмотрим интегралы 


Как а, вк е& оваь - С (3) 


распространеиные иа весь объем внутри поверхности 5, где а, 6, с обо- 
звачают координаты элемента массы А @%. 
`, Первый из этих иитегралов может быть написан так: 
ы 
1 

= [ему (4) 
где У, — потеициальная функция планеты для внутренней точки. Применим 
лемышу Грина?: 


(иъу-уж=— | (им и И 6 


1 См. приложение, & 3, формулу (7). 
х См. приложение, $ 2. 
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и заметим, что А.а==0; получим: 


Е ( (3 ие) 4$. 45) 
м 


ди и 


На том основании, что потеициальная функция и её первые производ- 
ные моняются непрерывно, на поверхности $ будет: 
9и ви 
том 

Интеграл (6) поэтому виолье определен, если даны масса ин поверх- 
ность 5, так как по теореме Стокса эти даниые определяют И вне поверх- 
ности $ и на этой последией. 

Таким образом значение первого интеграла (3) определено, если даны 
масса и поверхиость 5. То же самое будет и с двумя другими интегра- 
лами (3), Подобным образом можно доказать, что при тех же данных 
будут определены зиачения иитегралов: 


= 


{каб бек, асан, (е— в)раь (2 ера:, (8) 
: ь г Е ы 

Так как масса известна, то опрэделение интегралов (3) равносильно 
определению коордииат центра массы. 

Что касается интегралов (3), то нахождение их величииы равносильно 
определеиию направлений главных осей инерцни и разностей главных мо- 
ментов инерции. 

Действительно, положим 


= сана, Ра (оба з 


Как изнестно из теории моментов инерции, для определения главных 
осей и главных моментов инерции достаточио найти ортогональную под- 
стаиовку для х, у, 2, которая превращает квадратнчную форму 

Д== Ахе-р Ву? + Са — 2)у2 —2Еех —2Еху 
в каноиическую форму: 
У=Рх?+ 0У?- Ве. 

Коэфициенты подстановки будут тогда иаправляющнми косинусами глав- 
ных осей, между тем как Р, ©, Ю выразят главиые моменты инерции. Мы 
можем положить й 

1=ЛА+Ь 


АЕ -уа, 
={В— А) --(С— А) 2—2руг —2 3х — 2Рху. 

Коэфициенты в последнем выражении известиы, если даны значения 
интегралов (3'). Остается лишь получить коэфицненты ортогональной под- 
становки; ЭеВсВиСь а.У- аз, 

У=ЫХ-ЕЬУ ВА, 
2—1 РУ -- 12, 


где 
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обращающей /, в каионическую форму: 
= Ри + 9 + ВА 
что даст и коэфициенты 2, ©, Ю, этой формы. 
После этого форма / будет обращена в канозическую форму: 

1 (АР) (АОИ (А-В, 
и мы получим: 

ЕН О, НЫ, 
гле А совершенно не известио. Остается, как сказано, определить напра- 
вления (96:11) (а 8.1.) (23В:уз) главных осей и разиости Р, —9©,, В — А, 


между главными момептами инерции. 
Относительно этой последней разности заметим, что 


РО) 


[ ( ис я Уи5. (8) 
: и Эл, 
м 


Предположим, в частностн, что поверхность $ есть поверхность враще- 
иия вокруг оси 2. У Судет тогда симметрично отиосительио оси 2. Для 
нахождения интегралов во второй части (3”) достаточно произвести инте- 


зи 
грирование для произгольной параллели поверхности. У и Ба должны оста- 
23 


ваться постоянными, откуда легко убелиться, что интегралы должны обра- 
титься в нуль для каждой параллели. Поэтому и разность Р— О в сле- 
ланном предположении равиа нулю 

Профессор Лауричелла сделал более общее замечание, что если дана 
потенциальная функция вне зела, то этим определяется величина интеграла 


Кова, 


распростравенного на весь объем тела, или в более общем смысле — на 
объем, заключениый в некоторой поверхиости, целиком заключающей в себе 
данное тело, где (/ есть иекоторая гармоническая Функция? виутра этого 
же объзма. Доказательство этого положения производится без труда ва 
основании формулы (5) Грина. 

16. ЗаАдАЧА Стокса. Назовем задачей, или проблемой Стокса опреде- 
ление внешней потенциальной функции У плаиеты, если дана внешняя 
Урозенвая поверхность 5, масса М и угловая скорость в. 

Теоретически У определяется этими условиями, как мы это видели 
в $ 14. У должно удовлетворять условиям: 

1. Быть гармонической функцией, или также иметь свойство потеи- 
циальных функций для пустоты, т. е. удовлетворять уравиению Лапласа: 


№ У—0 


и, кроме того, известным условиям непрерывности. 


“= 


* Опрелеленне гармонической функцин см. приложение, $ 6. 
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2. Принимать вид: 
с005 — ее у 


на поверхности 5. 
3. Обозначая через р расстогние притягиваемой точки от иекоторой 


постояииой точки планеты, должне быть?: 
Но р У=М. (7) 
в= 00 


И. (Случай, КОГДА ОДИА ИЗ УРОВЕИНЫХ ПОЗЕРХНОСТЕЙ ЕСТЬ СФЕРА С ПЕНТ- 
РОМ НА ОСИ ВРАЩЕНИЯ. Если а — радиус сферы и 15 значение потеициале- 
ной функции планеты для некоторой точки сферы, то должио быть 


Пе Е. (| у) = с08$6 


откуда, тек как х?-|- у — 2 — 22, 


У=А+ а (А —= со. {3} 


Попытаемся представить внешнюю потенциальную функцию У при нпо- 
мощи формулы” 
Уф) 28) 
где р — радиус-вектор из целтра сферы, т. ©. 
РЕЙ ОЕ. 
Получим: 
„у 


ит ж+2(% +5). 
в 


и так как это выражение должио обращаться в нуль при всех значениях р 
и 2, то должио быть: 


6 к 
в — Е з <) 


= — 2. {:0) 


откуда 


без добавочной постоянной, так как Ф должно обращаться в иуль при 
Со. 

Употребляя только что найденное выражение для Ф, можно написать 
(10) в таком виде; 


См. приложение, 6 7. 
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откуда 


Наконец, 


Постоянная определяется пра помощи выражения (7), которое дает 
 —=— М, а из выражения (8), полагая р—=а, имеем: 


Итак, окончательио 


3 / 
208 М, и: 
==“ оо = 
ре 
те 00 ра _ ЗЕ 
; К“ о" 


Для нахождения силы тажести =. на поверхности достаточио принять 
во внимание, что в нашем случае 


2 91 
О ги. 
При диференцироваиии по р примем: 
92 Е 
р. 


Согласио сказанному получим без затруднения: 


м 3 9203 5 0222 Му 3 9223 
ва (1-м РАМ (1-3 г. 


а? а #* 
гле $ обозиачает дополнение широты (полярное расстояние). Итак, в слу- 
чае, когда одна из внешних поверхисслей уровня есть сфера, сила тяжести 
не постояина на этой поверхности. Согласно замечанию, сделанному в $ 7 
[формула (13}], система уровенных поверхностей ни в коем случае не мо- 
жет представлять системы концентрических сфер. 

18. Исследование НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИЙ, ОТНОСЯщЩИХСЯ к ЭЛЛИИСОидУ. Для 
решения запачи Стокса в’ случае, если одна из уровенных поверхностей 
является эллипсоидом, иам нужно познакомиться с некоторыми важными 
функциями. 

Пусть а, 6, с — полуоси данаого эллинсонда, совпадающие с прямоуголь- 
ными осями координат, и обозначим через больший кореиь уравнения1: 


) Е И 52а 0$? 3, 


ре 3 2 _ 
ат Ня Карт по 


+ Это выражение нетрудно привести к рациональному уравнению третьей сте- 
пени относительно ) и доказать, что оно имеет три действительных корня, заклю- 
Ченных соответственно в трех интервалах (предполагая а >68 > 0): 

(— 2, —2), (-@—2@) {< +=). 
3= 
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Рассматривая \ как функцию х, у, 2, положим 


ха эр 22 
Ра ее ’ 


откуда для частиых производных по х от (11} получим: 


3) 2 ® _ 2 м м 2х ЭР 
9х (02--)Р’ дм Р(аа+- Ре о ух 


При помощи простьх преобразсваний найдем: 
9. 2 9%\ 3 3\? 4 
А, ы 13 
ь = ы И. 7? © Р (3) , 
РИ И 
= (ид+янтан)- (4) 


К --) +) 


Попожим, далее: 


и рассмотрим функции 


Г а г 45 
\ к УЕ " А," 
с 


р 


е 45 43 
а =. =. 
1 А 


; 
Получим: 
ак 1% 2х 


эх УЮмх ЮРИЮ” 
эк 1 м 1 


9 а 8% ах УК; дла’ 
2К, 
откуда 
1 9102Ю 1 
К — 4) — — = 54. 15 
Аз 2 Г Е = р {15) 
Принимая во внимание (14), можем еще написать: 
2% 
= < №54А.. 
Ар д Е 


Подставляя в (15) это выражеиие для 2.^ и внося из выражения (13) 
А;}, найдем, что 
АК-=0. (16) 


В дальнеишем ) обозначает больший, т. е. третий из этих корней. Для случая, 
когда точка х, у, 2 находится вне эллипсоида, этот кореиь положителен, и велнчииы 


ИТтЬ УТ уя-м 


равны полуосям эллинсонда, проходящего через точку (х, у, 2) и софокусного дан- 
вому эллипсоиду. 
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Заметим еще, что в прелположении я >> с зиачение фуикции К 


в любой течке заключается между 


© 
45 45 
ва" Е] 


к (а? 5 & (2 -- ье 


ичи между 


2 2 
ИаЕА" Иафк 


С друтой стороны, формула (11), определяющгя \, показывает, что 


и 
т | Ве и 
в=® Р 
откуда следует: 
Шт 2ИК=2. (17) 
р= 


Обратимся к рассмотрению функций А, В, С. Их значения заключа- 


ются между 


58 
8 


45 #5 
эт 
` (29° хе 5)? 
или также межлу 
2 р 
зи 8 
го 2 
з(е--» 3(е +) 
откуда следует, что для р==е0 
Шорт В-=Шоис= 2. (18) 
Теперь рассмотрим функцию 
т х У 2 \ 4 
И=К— Ая— ва са | (1 Е = — 
-- ] аз +3 @+5/УЮ, 


ращается на ос.оваиии (11) в нуль при $ ==: 


“ 
Возьмем производные по х, заметив, что подиитегральная функция об- 


[2 


36 Я Х | 9 — — 2х, 


[23 ) (а - 5) УЕ. 
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© 
2 Е . и 4х? 
#0 _ 21 4$ Е в р ы--?| 45 ыы вы =. 
д Ге -Эук; (@1ию ах Эе--эую У 


Прибавляя лве другие вторые произволпые и припоминая выражение 
для Р, получим: 


[3 
Г 1 1 1 4$ 4 
И—=Ь—2 : ) А 19 
‚ ] (5 +5 5 @+5/ ую, ув > 
С другой стороны, 
м 
5 Га Ю, @` 
Подставляя в (19) и выполняя интегрироваийе, найдем: 
^0—0. 
Для р==со будем иметь: 
ка > 
ПРИ = — ел Ни р В— в шис, 
или, согласно (18): 
4 
Вт ри = -х- 20) 


Итак, К и И являются тармоинческими потенциальными функциями 
в пространстве вне эллипсоида. Первая из них становится ностоямиой ина 
самой поверхности эллипсоида. Вторая переходит иа поверхности в выра- 
жение 
Ко — Ах? — Ву? — Су, (21) 
гле 


я @5 
И 
. ны 
и 


® 4 
я 

к | ЕВ 

ИВ 

й 
и аналогичио для Ву и С, причем параметр » принимает на поверхности 
эллипсоида значение, равное иулю. 

19 (СлучаЙ СЖАТОГО эллипсоилл вРАщЕния. Обозначая через а, а1@ 
полуоси эллипсоида, получим: 


© 


р 5 
= (а + Ия +5” 


А 


© 


| @5 
=. 
ы 2 


21$) (21 5) 


в 


Ы 
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ТЫ - а 


Иитегрирование можно легко выполнить, если принять за переменную 
вместо $ величииу 1, определяемую равенством 


И е— в 
*=У игре. 


откуда Я 
— 1% а [7 4 5? 
2 ни И ы ? ав @ и 
т 


Положим: 
2—5 
‚В И (22) 
Получим после указанной замены переменной: 


Е Е 
К и ат 2ас Е 
Ие— в Пе - ЕТ” 

о 


(2—5) * 


] 
| 
| 
О ь Б 
А=В ат Я все ЕЕ), у (23) 
) 
., | 
=: 8 рт - зав д). | 

) 


(2—5 


Е 


На поверхности эллипсоида имеем =) (010 да Е принимает здесь 
’ 


значение: 
уг—в 
м" . 


{= 


которое связано с обычным эксцентриситетом е формулами“ 
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Гармопические потенциальные функцин Ки &/ во внешнем пространстве 
обращаются на поверхности эллипсоида первая — в постоянную, вторая в 


О: — К — А У?) — Су, 


гле Ас и Су получаются из (28) по замене Е через #- 
Принимая во вниманне уравнение эллнипсоида: 


можно написать [9 еще в таком виде: 


(о — соп$ -— (л — 


Глава четвертая 
ПРОБЛЕМА СТОКСА ДЛЯ СЛУЧАЯ, КОГДА ДАННАЯ УРОВЕННАЯ 
ПОВЕРХНОСТЬ ЕСТЬ СЖАТЫЙ ЭЛЛИПСОИД ВРАЩЕНИЯ 

20. ВЫРАЖЕНИЕ ПОТЕИЦИАЛЬНОЙ Функции. Вспомним, что виешиняя потен- 
циальная функция У планеты при данной внешней поверхности равновесия $5, 
полной массе М и угловой скорости ® должна удовлетворять условию 
(5 16}: у 

Шт РУ= М, 
р=30 
причем на самой поверхностн $ она принимает вид: 
2 
Ст + >. 

Функции О и К, рассмотренные в прошлых параграфах, дают без за- 
трудиения выражение для У в случае, когда поверхность равновесия является 
сжатым эллипсоидом вращения, в Котором менышая ось В совпалает с осью 
вращення планеты. Е 

Действительно, положим 

У—= МК + 96, (1) 
гле Ми @ — постоянные; У является гармонической функцней во внешнем 
пространстве, на поверхности же $ оно обращается в 


сопзЕ — @ (л = — <) (2+ уз), 


как мы это видели в конце предыдущей главы. 
На бесконечном расстоянии согласно формулам (17) н (20} $5 18 будет 


ШирИ=2М + 28 


Таким образэм У удовлетворяег всем условиям проблемы, если выбрать 
№и О так, чтобы 


9(^-в<) = (2 


(3) 


Положив 


будем ичеть согласно формуле (23) предыдущего параграфа: 
| (ан 2 2 
(ег — а) 


2 
Пе ря (Е — всю д. 
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Поэтому (2) и в 


в 


ба [В+ асыЕ- 3]=° 5 (4) 


Этим выражением определяется @, после чего из (3) получается №. 
Таким образом У поляостью определено и находится из 


т [9] Е 
у=(м- = (све в) ей) 
в— 6 а ПЕ? 
уе 
2 
он Е 5. (4) 
0" 


Составляющие снлы тижести будут 


ВУЗА Ч ОЗО чех, 
в + юз те оз, 


—) мою 90 


Производные от К уже найдены в $ 18 для случая трехосного эллип- 
соида. В настоящем случае 


ИВ, = (2+) И®--1 А-В, 


откуда 
ее 2х — 2/0хА + вах, 
82 (апр ь . 
— 9 2ОуА 
= @ РУРУЯ УОУА - изу, 
== ЕЕ Е. — 2102С. 


2 аоРеЮ? 


Для точек на поверхности эллипсоида имеем: 


ху 2 
дао еаиь 550 НХ Е = Рь 
откуда 
ВАЛ 2 й 
= И О агс 9? Е з) -{ 9х, 
а6Ро Ьз 1-Е (5) 


о_— — ЗА _ 419 


= Ру ро (— ас № д. 


Выражение для в получится из 20 заменой х на у. м 


21. ТгоРЕМА КлеРо. Из первой формулы (5) получим экваториальную силу 
тяжести &,, полагая х-==а, у=0, #==0, откуда 2 = 1:а?, и меняя знак 
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Подобным образом получим н тяжесть на полюсе 8» меняя знак в правой 
масти второй формулы (5) и полагая х==у==0, 2--Ь, Р=1:22. Такнм 


образом в _2у0а : р 
= РЕ (мое р) 96, 
2 
в + Ро — ас, 
откуда 


а -Оа 2 
Вр & _. (> В == За!) - ов. 


Припоминая формулу (4), лающую @, легко приведем это уравнение 
к виду: 


а 3 
ув (8+1), (6) 
где для сокращения положено 
Е Ваш +8) (7) 
= (3-Е Я) ас ФЕ — 8 


Для случая, когда сжатие эллипсонда мало, величина В очень мало 
отличается от единицы. Действительно, разложение в ряд дает: 


3 16 
= а я 
В—1-78 147! +... 


Положим: 
р —а(1 — 5). 
откуда 
м: 
р = 
Деля (6) на & „» получаем: 
Яр 5 02а ( 3 ) 
и, АЕ]. 8 
г 28+ (8) 


В случае, когда можно пренебречь квадратом сжатия $, произведением 
925 и членами высших порядков, последняя формула перепишется так: 


2 — #6 5 «а 
= — 
р 2 2 
или с той же степенью приближення: 
2р— 8 5 92а 
= —. 8" 
т 2 2 8) 


Эта формула выражает знамеинтую теорему Клеро: относительный 
избыток силы тяжести на полюсе по сравнению с экватором плюс 
сжатие равно пяти вторым отношения центробежной силы к силе 
тяжести на экваторе. 

Эта теорема была доказана Клеро в предположенни, что планета со- 
стоит из однородных слоев, ограниченных поверхностями сжатых эллипсон- 
дов вращения, имеющих совпадающие направлеиня малых осей, допуская 
известный закон изменения эксцентриснтета от одного эллнпсоида к лру- 

г 
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гому. Теорня Стокса освобождает эту важнейшую теорему от каких-либо 
гипотез о внутреннем строении планеты и этим в значительной степени 
увеличивает ее ценность в отношенни применения для изучения формы Земли. 

22. Точное и ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫРАЖЕНИЕ ПОВЕРХНОСТНОЙ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ. До- 
пустим, что земной геоид с достаточным приблнжением представляется сжа- 
зым эллипсондом вращения, малая ось которого совпадает с осью суточного 
вращения, и что можно пренебречь тем влнянием, которое нмеют на форму 
геоида и на напряжение силы тяжести внешпие по отношению к этому 
теоиду земные массы 1. Тогда прелшествующие формулы применимы для 
изучения земной тяжести. 

Напряжение силы тяжести & в точке (х, у, 2) на поверхиости эллипсо- 
ида получится нз а, даваемого формулой (5), по разделении на косинус 
угла, который образует внутренняя нормаль к эллипсоилу с осью 2. 

Этот косинус равен: 


откуда 


Обозначим через ф широту точки (х, у, =), равиую дополненню угла, 
который внешияя нормаль образует с положнтельным направлением осн 2, 
Тогда = 


— и, 


и отсюда 
ау 
р Е == 605$. (9) 
а? УР 


Опрелелив отсюда 2 и Их?-Ру?, и вставив в уравнение эллипсонла, 


получнм: 
1 = (42 <092 ф -|- 6? зи е) В, — 62 (1 -- 2с05?9) Ре. 


Исключнм при помощи этого уравнения Ю% из (9): 


= ЗМ ИЕ Яекяя + р 470 Вы. 
9 /Г-- 2 со о в 


Помножим на ИТ - 2 с032 0 и всзавим вместо 2№ равное ему М — - 0: 


хи! -- 2 сое —=-— А(м-+0) (1-2 соз? о (10) 
Предполагая { достаточно малым, разложим в ряд: 
(1+ 2 (1 —асед _1 22 
Е 3 вт 


Прнпоминая выраженне (4), определяющее ©, получим также при по 
мощи разложения в ряд; 

ое ре 15 

2 зе 4 


ль (++. 


К этому вопросу мы вернемся немного дальше. 
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Подставляя в (10) найдем 
4 0В 3 ОВ Зе 
и = “(1-та+...)= 


аа ИМ м ры э т 
ВИТ Все в (1 с098 0) — поз 609 РЕ да ЕЕ 


5 @ В 
= Мао —5 яя (14-724... сов (1 НА +...) (11) 


В этом выражении отброшены члены с 9? и или члены третьего 


порядка, считая за первый порядок малости 12 н 62. Если еще пренебречь 
членами второго порядка, т. е. содержащими Й и 07, то 


в (1 + о 092 :) - 026 с05? $ + 36. ат) 

Обозначив через &. тяжесть на экваторе (ф ==0), получьм, что 
— Ай 5) — 9 2 
Е аа (1 НР 2 918, (12) 


и вычитая 


ы МР 5 : 
мо = __ я эта з -- 5 роз эта о, 
`или с тем же приближеннем: 
Е 5 : 
2— В — ед Ч о Сем, 
где положено 


а 
= 
и, наконец, с членами первого порядка: 
5 РА 
вв [+ (5-5). аз) 


в 
где с тем же приближением 5 равно сжатию $ мерндианного эллийса, 


Формула (13) выражает вместе с (8) с указанным приближевием теорему 
Клеро, причем самнм Клеро это выражение было получено посредством 
довольно узких гипотез, указанных в конце предыдущего параграфа. 

Для учета членов второго порядка возьмем формулу (11), которую раз 
делим на ИЕ #с032 $ и вычтем соответствующее выраженне ‘ля 5, Тогда 
получим, презебрегая членами третьего порядка, 


мг в. А 
=—в [ 5 эп у + я а + - 02а $? ф -|- 


Ан © в 
+ 5 ча [58 70 60 + Бусы. (14) 
С другой стороны, из (12) нмеем с точностыю ло первого порядка: 
ы М _ ия 3 ©2а 
в (1+5), =“, 


Вставтяем в правую часть (14): 


8 на [9 пи бе 
= 4зия [с ве] + 
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или также 
Е а ВИЙ ® 1 
Е. 1-е © ао 7 с я 52 Бе |. @5) 
23. (СРАВНЕИИЕ НАЙДЕННОГО ВЫРАЖЕНИЯ С ФОРМУЛОЙ ГЕЛьмЕРТА. Гельмерт, 
исходя из разложения потенцнальной функции по отрицательным степеням 
радиуса-вектора, вывел некоторые замечательные соотношення между радну- 
сом-вектором уровенной поверхности (предполагая ее поверхностью враще- 
ния, мало отличающеюся от сферы), выражением потенциальной функцин н 


силой тяжестн, 
Если выражение для снлы тяжести имеет вид: 


В Её Е бои -Е В пи ф`, (16) 


где &® — астрономическая широта, то кривая меридиана имеет уравнение: 


Пе} — 2) + Язву а —9 аз, (17) 
где [ей — геоцентрическая широта 
В -НЬ, 
5 1 2 
С В р + ть 


8= = (18—48 + №). 


В случае, если крияая мери иана есть эллипс с большой полуосью а, 
сжатнем 2, то @ связано с этнми постоянными при помощи выражевия- 


= 8—0. 


Из этих формул выводим без затруднения, исключая 6 и определяя ве- 
личины Ви В: 


2 26 
С р Е 08 
в 


а? 
Ко 5 


Таким образом для эллипсоида формула (16) Гельмерта лает: 


3 5 @ 26 НИ ф 
в. т-езияя (уефа 7) 5 ( 


Для сравнения с нашей формулой (15) достаточно заметнть, что с точ- 
ностью до второго порядка относительно а включительно сжатие я связано 
с 2 соотнощением: 


24. РАЗЛОЖЕНИЕ В РЯД ПОТЕНЦИАЛЬИОЙ ФУНКЦИН, ОПРЕЛЕЛЕННОЙ в $ 20. По- 
тенциальная функция И, данная формулой (4) и соответствующая предполо- 
жению, что поверхность равновесия есть сжатый эллипсоид вращения, мо 
жег быть удобно разложена в ряд в случае, когда сжатие мало. 
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Вспомним, что в формуле (4) 


з—в 
= 5%’ 


где } есть больший корень уравнения 


А 
ев“ (18) 


Положим, как и ранее 
_ изв 


ЗЕЯ 
Тогда 
= 
= и 
УР» 
— формула, показывающая, что вие данаого 
\ из (19), вставляя в (18) и полагая 


Уря, 
2=3с088, 


(19) 


эллипсоида Е <. Определяя 


получим: 
2 — в (1-1 Е) — 22605? ВАА, 


откуда, опуская члены с 2 
а 1 
Е Е [| Фот Е 588 (7 5189 —4)-- ..- |. 


Далее, находим: 


Е 2 4 2 БЕ р 4 
Е 3 з тя 1198 - 
се Е ев Бе = + 2 (лез 5) | .-- 
58 23 133 ББ [3180 1 
Е ас @ Е НР Ро я ( р 5) +... 


а 23 ы ЗВ /зша® И 
квЕ=Е-З +... =. + ят (. ие... 


Внеся это в выражение (17) для У и замечая, что а? — 02 == ИР, по- 
, , 


лузим: 
р я (зе —2) + О виа ( = не - ) 
- 9 (- . г аи в, 
‚и заменяя 512 9 н с032 3 через - У и = найдем: 
у=и а оп) зять —2 6 


Понятно, что р н выражают радиус-вектор и полярное расстояние 


притягиваемой точки относительно центра эллипсоиза 
Что касается ©, то согласно $ 22 мы имеем такое разложение в ряд: 


о 6 
270 — пр оа 6 (1 НУР —_ 
х 
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откуда, опуская малые второго порядка (6? н {2 считаются за малые пер- 
вого порядка): 


4 0 
45 = 6 
7 
= - в Е (мь йе :.) (собр... (20) 


В $ 13 мы видели, что внешняя потенциальная функция тела для до- 
статочно далекой точкн может быть выражена рядом: 


У (О А — 22) + +20) +4028, ©) 


где }, м, э— направляющие косинусы раднуса, идущего из центра массы 
к притягиваемой точке, а Р, ©, А - главные моменты инерцин. 
Мы можем положить в (21) 


№ = 311 9 05%, в-=5ш зто, у—5085, 
Сравннвая (21) с (20), необходимо для тождества двух выражений У, 
чтобы было: 
ис 
Р=0, Ю-Р З |7 


Для случая Земли 


в_ 22 
й = 0,00667, М 
откуда 
КВ ы 
ИЕ == 0,С010789. 


Разность главных моментов ннерции Земли может быть определена в 
прелположении, что поверхиость геоида есть сжатый зллипсонд вращения. 
Возможность такого определения следует из теоремы $ 15. 

Можно замезить, что если бы Земля была одиородной, то 


9 
р=о=м“-", рами, 
Е] 
КР а _ в 
== 0,0013352. 


Мы вернемся к этому вопросу в $ 44. 
25. ИЗМЕНЕНИЕ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ С высотой вив Земли. Формула Брунса [5 10, 
формула (10)] дает для свободного воздуха, плотность которого есть А,: 
д 1 1 
век =) 28 — ув. (22) 
=" | Га 
Для малых высот // над уровнем моря можно принять (считая 2 воз- 


растающим вниз) 
35 
&=в-Н(,) НР авео 
2/в 


где Зи есть сила тяжести в точке, в которой вертикаль рассматриваемой 
точкн встречает гебид. 
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г 3, 
Употребим выражение (22) для о пренебрегая членами с ©? в Ён 


подставляя вместо № и А, средний радиус Земли, получем* 
о 
ан 
= (—=-}. 23) 
ЕЕ. 23) 
Мокно спросить себя, какую ошибку мы сделалн, пренебрегая членами 


20 
с ©° н плотностью воздуха. По сравнению с главным членом Я ыы пре- 
т 
небрегян величиной 


28 (В, ЗН, 
Зи — Чу, = т. 
\ Е: Е 


или вочти, обозначая через а среднюю плотность Землн: 
2 (92К„ _2 №) 
Кь\ 8 3 Ам 
Выражение в скобках приближенно дает относительную ошибку, кото- 


рую мы делаем при вычнсленни редукции к уровню моря снлы тяжести, 
если пренебречь двумя последнимн членамн во второй части (22). 


Е р | 
Доля, зависящая от центробежной силы, равна приблизительно 558 ДРУ- 
1 
гая часть, зависящая от плотности воздуха, еще меньше и составляет эр 


1 р = 
770 › ^„==5,5). Вблизи земной поверхности вертикальное 
изменение тяжестн равно 0,0031 м на км. Ошибка, происходящая от 
>опускання центробежной снлы в формуле (23), таким образом, меньше со- 


той доли миллиметра. | 


(так как А; == 


&\ Пилетта П 


Глава пятая 
ПРОБЛЕМА СТОКСА ДЛЯ СЛУЧАЯ ТРЕХОСНОГО ЭЛЛИНСОИДА 
26. О НЕКОТОРЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ для эллипобида. Положим 
1 = м _ 2 1) 
5 РЕЯ Ня 1) 
и докажем, что пообще если /({} есть конечная и непрерывизя функция от 2, 


так же как ‚и ее первая и вторая производные, то для всех конечиых 
значений { функция 


= 
в== [7 2% 2 
= ) ИЕ. (2) 


удовлетворяет уравнению Лапласа А,Р==0. Отраничимся в нашем дока- 
зательстве для краткости письма предположением, что 10} =0, холя это 
ограничение не является необходимым. Имея в виду, что для $—) мы 
имеем {==0, получим: 

со 


Е | го ие 
9х ы 


(ею, * 


2 Е: т 
2 [Ра — ва 
— | Ченуя + И рвуЕ+ 
4.2 
А. 
Е руРУЮ” © ®) 


Вычнслив таким же образом дее другие производные, сложим их, имея 
в винду, что 
1 1 1 1 ак, 
Е А Я 
к г. 1 а 
Е Ре Кора 


тогда получим: 


со со . 
о Е ЧЕ 45 4 
О 0). ы 
+ 45 ик: Кук © ы 
— 
7 я 
С другой стороны, интегрирование по частям дает: 
со со 
ин @ @$ У Ве + аю 
Р-Р А [рр $ 45. 
4 УЮ; ув, 12 и д“ 
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Подставляя это в (1), мы видим, что ы 
№2 =0. 
Производные какого угодно порядка от Р также удовлетворяют ‘уравне- 
пию Лапласа; так, например, мы имеем: 
9 
9х 
Положим в (2) (1) = @, тогда 
(0 ==Х (0) =0, 


О 
== — (52) =0, 
= э^) 


и (3) даст 


ФЕ + 45 Ч вла у 45 
дл? (5. т. | (вю, 


Вставим сюда для 2 его выражение (1): 


Е г Зла зу р: 45 
ы (. ) = 
я М 3 (+В, 


В следующих параграфах нам придется сделать употребленне фупкции 


(С зо а: @5 - 
4 9 5 {$ И Я 


й 


и подобной ей 
со 
= [ (1 Е: зе 2 ) 45 
и | в $ б/у,” 


которые, согласно сказаииому, удовлетворяют уравнению Лапласа. Что 
касается их значений для точек, находящихся на бесконечном расстоянии, 


то мы имеем, предполагая а > 2 с: 


2 
@-+ 5) уюЮ. вы 
3 (4 а = оу < Зе-+\у7 
з со 
1 2 
3 8 ур: < 8 ° 
5(2 +2 р "Бену 


откуда, припоминая, что 
Пт Ой И, 


ла 
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получим: 


со 2 
$ 
Н ——— =, 
и - 


со р а со р 
й ю ы $ 
ШИ 25° Ни = ы = =0. 
| (е--5ую в Я -- 5 
Таким образом 
И (291) == Ши (605) = 0. (6) 
е=е0 э=6о 


27. ВЫРАЖЕНИЕ для внешней потЕНЦиИАЛЬНОЙ Функции. Нетрудио разре- 
шить проблему Стокса для случая, когда виешняя поверхиость равновесия 
есть эллипсоил 5 с тремя полуосями и, 6, с, если привлечь функцию К 
(определеиную в & 18) и $, т,, полученные в предыдущем параграфе. 
Действнтельно, эти функции на поверхиости эллипсоида принимают форму: 
— ЗА,^2 — Су? — Ву -|- соля, 

— Сл? — ЗВ? — А,2? |- СОЛЬ 
(К); = <опзЬ 


гле д, В, С-- постоянные, опрелеляемые формулами: 
со со 


и | ПН В [т 
. (5 К, У + 5Ую, 


с со 
= | 45 В, [ @5 и. ы 
Че -эачуук,” — ечзще-эую, ео 
г 4: 
с 
ы Е 


[0 


Рассмотрим еще функцию 
У Аи - Юзоь -- АЗК {8) 
(где №, А„, А, — постояиные), которая удовлетворяет уравнению Лапласа 
и иа поверхиостн $ обращается в форму: 
У;— — (ЗАми -- С) ха — (Сы -- ЗВ)? — (ВЫ | Азкзе? -- соп5 


Имеем также, принимая во виимаиие уравнение эллипсоида: 


га к. 7 
Ур — ВА + Су — (Си + ЗВрьдя — (Вы дд (1 и) болеть 
Для того чтобы И, определяемая (8), удовлетворяла условиям проблемы 
Стокса, необходимо и достаточно, чтобы было 


Ра Иа ри -- № Шиа 205 - № ШиК == М, 


с 5? 
в (Взли -Е Аз) — ЗА — С = — эр Л ® 
62 


72 
рЕ (Ву + А) - Син ЗВ, — О. 
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Первое из них, принимая во виимание (6) и припоминая, что Нтр К = 2, 


дает. > 
И 
№. 


в то время как лва других могут быть напнсаиы в виде: 


(Ака — Вов | (бы — ды, 
_ о 
(С?-- Вы -- (ЗВ — АВ, == “т. 


Мы скоро докажем, что детерминант, составлеиный из коэфициевтов 
при А. Аз, отлнчен от нуля. Предиоложив, что #;, А, определены из урав- 
нений (10), потеицнальная функция И плаиеты в сделаниых предпоноже- 
ниях булет такова: 


_М Зл? у? Е 45 
а | — ыы 
рут | Но Ач) И." 
(1) 


№ ЗУ Е 45 
Е р $ 5 с? -|-5 г т. 
| (62-- ЗИК, 

Относительно детерминанта урависний (10) заметим, что он вообще 
отличен от нуля. Действительно, лля а=6-==ес будет А. ==В,=А, = 
—В,==(С,, и самый летерминаит обращается в 4АЗал, где А, обязательно 
больше нуля. Следовательно, имеется коиечное поле значений а, 6, с, лля 
которых он болыше нуля. Докажем, что детермииант всегда болыпе иуля, 
если ось с, вокруг которой совершается вращение планеты, есть меньшая 
из трех осей эллипсоида. 

Обозначим через а, В, 1, 8 коэфиниенты при #1, А, в уравнениях (10). 
Получим, предполагая, что а >> с: 


со 
‚Рае? -|- 3485 — 625 ь ы { $45 ы 
о 
Е и ” Учет эуЕ, 


© в: 
` > и | о 
у (+ 5+9 ИВ» 
со со 
, = — Ы — ге 28. 
ю.3 А? 


Образуем произведение 8, }] и заменим произведение двух интегралов 
одним двойным интегралом: 


с Не р 
8—9 ( | ЕЕ ОХ ОеЕСИЖЕИЕНСЫ _ 
. +9 2-5) КОР 
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Для доказательства, чо интеграл положителен, рассмотрим лва значе- 
ния подинтегральной функции, а именно то, для которого 5—9, 5-1, 
н другое, для которого $—т, 5 -=0. Сумма лвух значений булст 

ст (а — 62) ($ —3} т 1 ] 
з [тэ @таетрУ|= 


8 
(к.К) 2 


(а — 9) — 


[о 


(ав о) (аз (в) (2-9 (Ю,Ю.) 
очевидно, положительной. Подхолящая группировка элементов последнего 
из написанных интегралов показывает, что этот интеграл есть сумма по- 
ложительных количеств. 

. 
28. Компоиенты силы ТЯЖЕСТИ, В выражения компонентов силы тяжести |. 


9 ди 
0 м 
и ду 
БУ Ни вл, 
введем выражение {11} для И, припоминая, что ($ 18) 
% 2х 


м @БР` 
гле Р есть выражение: \ 
5 р 
т ТЫ 
Е ПЕ 
Если после образования производиых от И положить в них }—==0, мы 
получим составляющие сизы тяжести для точки иа поверхности элличсоила $ 
Согласно сказаниому находим без затрулиения: 
Г. 4х3, 4х  УМх 
29 ау 2 
Е Арт Ау — Му 
7 26 5 [2 
о 42 , Ау УМ 


о 


6 хА, — 2х + эх, 


28:УСь — бЪУВ, -- чу, 


ана Като — ва — В, — ЖыеАь 
откуда 
08 8 
СА я т 


Вычислим, в частности, величину силы тяжести для концов трех глав- 
ных осей, которую мы обозначим через С, С» (,. Получим С, из вы 
ражения 57, полагая х==а, у=0, 2==0 и изменяя знак иа образный; 
подобиым образом поступим и для других величии С. Таким образом 
найлем: 


УМ 4ь 
б.= ее + бваА, -|- 2590, — ча, ] 
м № 
И о. ] 


аё 
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Теперь легко доказать, что интегралы А, В., А., В,, С, удовлетво- 
ряют уравнениям: 


| й 

а с. 
2 

Аз ЗВ + = сре. 


Прииимая во внимание эти соотношения, получим из (12): 
[9 [# С; _ЗМ 
Пе оо И - 
а [о @ абе 
Лопустим, что масса планеты заполияет весь объем эллипсоила, и обо 
значим через №„ среднюю плотиость. Вторую часть последнего выражения 
можио тогда написать так: 
Чем — 243, 
но это есть согласно формуле (15) $ 7 


т и: [каз виб, 


где 2„— средняя тяжесть иа поверхности, $ — полная площадь поверхно 
сти и т— объем эллипсоида. Отсюла получим: 
ко ра 
а Й Е Е о 

29. СЛУЧАЙ ТРЕХОСНОГО ЭЛЛИНС ›идА, МАЛО ОТЛИЧАощегося от сФЕ ы. Вместо 
разложсиня в ряд выражения {11} в случае, когда а, 6, с мало различны 
межну собою, улобно выбрать другой путь, указанный далее. 

Для этой цели рассмотрим функцию: 


У ое из) 


где 2— И? у?-[- 22, аа, В, 1— постояиные. 
Легко убедиться, что 


Поэтому, если установить между этими постоянными соотношение: 
ав 
= (4) 


то будет А. И==0, и п этому 


Ши. опрелеленное формулой (13), можно принять за потенциальную функ- 
цию тела с массою М для внешнего пространства. 
Положим: 


а=е (1+5 . = (1+5) 


н будем считать Е и Н иастолько малыми, что можио будет пренебречь 
их квадратами, а Также произведением их на 07. 
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Уравиеиие эллинсоида (а, 6, с) можно теперь с указаиным приближе- 


нием иаписать так: 
вЫ 
о с 23 262 /* 


Положим, что постоянные &@, В, Те имеют малые значения того же по- 
рядка, что Е и Н, тогда функция ИУ, определяемая (13), примет на по- 
верхности эллинсоида и выраженне: 

М Еж ох? уз 
М (1—1 мы —_ т. 
Е 28 — чт) сз 


Эту же функцию мы можем рассматривать как внешнюю потеициальную 
функцию, если выбрать а и В так, чтобы 


ИЕ _ в 
За 
. мн _ д 
28 8 — 
откула 
„/ЕМ ©? ЗИНМ 2 
в 63 (53 =) С. (55 —2у) 


н, следовательно, согласно (14) 


8 М 
3 ра ЕА 


Таким образом окончательно получим: 


—. М 16 О 8 ВИЬ а 
= ра В я р ГЭа о + 
(я) а а @5) 


Для получения с тем же приближением силы тяжести заметим, что если п 
есть направлеиие внутреиней нормалн к эллипсоиду, то с точностью до 
первого порядка включительно по отношению к Еи Н 


60$ (ри) =— Ё. 
Таким образом получим с указавным приближением & из формулы: 
ви 
= — РР 


Относительно частиых производных выражения (15} по р заметим, что 
если положение точки определять в поляриых коордииатах, то 


хх У у 
откуда 


=> а 3125 2 
а [Ен] 999 (5 и) а 


3/5 НМ и? а У). 
т (в И 
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Для получения с указанным приближением силы тяжести на самой по- 
верхности эллипсоида можно в первом члене правой части положить 


И а 


ее с? с? 


з в остальных членах заменить р через с. 
Тогла получим: 
__ М м 2 Зее = 50243 хз ( зы) а 
вЫ е-- п )= +5 Е 


или, полагая 


ге __ 263 
бы —& [+в Ре я о 


Е ее в НИ ==] 


30. НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУИКЦИИ ДлЯ ЭллийсОоидА. Мы обязаны 
Морера илеей вывода из гармонических фуикций производных выражений 
тина {2). 

° Положим вообще 


С 1 хз ЕЁ: 2 у 45 
"— $ 645 @+3/ Ию, 


& 


ПН О@-2 
Е производные /-го порядка от Ф, по х, у, = будут гармони- 
ческими функциями во внешнем прэстранстве и приводятся на поверхности 
эллипсоида к целым рациональным функциям п-й степени относительно ко- 
орлииат. Морера отсюда доказал, что при помощи линейной комбинации 
таких производных, равио как и произволных от аналогичных функций 
Ф_1, Фо, -.., можно выразить гармоническую функцию для виешнего 
простраиства, которая иа эялипсоиде приводится к целой рациональной 
функции, произвольно яыбраниой, и-й степеии относительно коорлинат. 
Производные функций вида: 

со 
: 2 К 2 \п 45 
Ф» 1 = - 
$ 4$ 02+5/ УК, 

[ 


решают аиалогичную задачу лля внутреннего пространства. 
Эти же проблемы могут быть также разрешены при помощи функций 
Ламе, иа которые будет указано в главе УП. 


Глаза шестая 
О СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ 


31. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФИЦИЕПТОВ Р„. Приближеннсе решеипе задачи Схокса 
для поверхиости, мало отличающейся от сферы, облегчается применением 
сферических фуикций, главнейшие свойства которых мы дадим в настоящей 
главе. 

Пусть р, р’ — расстояния двух точек М, М от точки О, и у— угол 
МОЛ". Положим: 


и допустим, что "< р, откула в<1. Попытаемся представить обратиую 
велнчину расстсяния г== ИМ! между двумя точками при помощи разло- 


жептя 
т т = > 2" я 
тет Ур, УВ Рь 8) 
" бъ те 


'де Р,— функции угла 7, которые нужно определить. Положив 


{2 — Г) 
нем“ 


получим при номощи обькновенпого разложения по биному: 


1 со 


(—9 2=У1 А, 


и 


и озсюда 
т 1 т —: 1 
= (1 — 290512?) 2 == (1 — ае\ са — 
рр >) 2 р ) 
со [5 
В У А,атейт 2. Арте, (2) 
но Г 


где 2=И — 1, ае— основание неперовых логарифмов. 

Есчи выполнить перемиожение ря.0з в послелией части (2) и собрать 
члены, содержащие миожитель а”, то, сравиив с (1), получим без затруд- 
нения: 

Раз Лой н(ел -е-ин) -|- Дьйи-в(ет-Эн + е-—@-Э)--..., 
откуда 
1 


ра Ри Ао Ан со; пу | Айн -1 с0$ (п — 2)1 + АИ, 608 (п — Чу ..., (3} 
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я п в|1 
гле в правой часи число членов равно -> или я в зависимости ог 
того, будет ли п четным или нечетным, и последний члеи равен: 
р при п честном, 
2 


= Ааз1 6251 при п нечетном 
и 7? 

На основании известиого свойства бипомиального ряда и произведения 
рядов полученное разложенне для (1) будет абсолютпо сходящимся для 
всех значений а< 1. 

Выразим еще 7 Р, через степенн с0$у. Положив 

24 с05 { — =}, 
получим: 


со 
= —= (1 — 286054 0) * = 3 155. @) 


С лругой стороны, 


5 5 
: у=У\( — 1/7 С. (2а с081}5— ив {-0^С@ с05 1}5 77+, 


г=0 г=0 
где 
- 5—1... @- "НИ. 
8 и 
И подставляя в м ь 
со $ 
о. У ( —1)7А,С" (2 соз у газ-г, (5) 


Положим $ |-г=ен и вместо двух переменных показателей ги $ вве- 
дем ги я. Так как 5— (равное и — 2/) не и согласно (5) прини- 
мать отрицательных значений, то должно быть г== 5. Отсюда (5) может 
быть написано так: 


со" 
= м — 174 2-,6 _ „@ сое гам, 


н=Ог=3 


п ЕЙ 
где м’ — д для п четного и "== 7—5 Ссли п иечетно, 
Согласно сказлипому имеем: 


—= № — ИАС О соз 11-7 = Ар (2 с05 1)" — И„_ (п — (2 сот 
(5) 


и. 081) и-4 -|.... 


В частиости, 
2—1, Р4—=6031, 25 


ы 
ь 5 Рь 88 сов г Фета ее 
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Так как все постоянные коэфициепты во второй частн (8) положителены, 
то Р,„ принымает максимальное возможное значение при у=0. С другой 


стороны, для у=0 
© 
=У! ы 
тт 
Е 


и, следовательно, Р,==1. Для 1=п и четного и значение Р, еще равно 
положительной единице. Для у==т и нечетном и Р, равно отрицательной 
едннице и принимает свою наименьшую алгебраическую величину. Во вся- 


ком случае 


1Ры| = 1. 
Отсюда слецует, что ошибка, которую мы сделаем, оборвав ряд (1) на 
члене г-|-1, по абсолютной велнчине меныше ряда 
| р'т+1 
[о ра 


т (аг+а - аи? --.. 
р 


32. Коэенцикигы ЛАапласл и полиномы ЛЕЖАНДРА. Приняв точку О за 
вачало координат и взяв {%, у, 2) и (м, У, 2) за координаты точек м, 
Л, будем иметь: 
хх НУ 22, 


22 


с057== 


Нодставив это выражение в (6), получим, что Р„ будет целой рацио- 
нальной функцией степени и отношений 


их а 


Еслн ввести полярные коордниаты и для точки М принять р, 9, в, 2 
для точки М — р’, 8", 5', то будет 


6051 == 6058 605 1" -[- 51 6 51 В с05 (5 — 5") — с05 8 08 8} -- 51 8 с0$ э 5ш " с05 5’ -- ©) 
-{ эп В 5 о эт 0" 55, 


а подставляя в (6), получим для Р, целую рациональную функцию от 


величин 
5$18с050 заушо, —с058, 


за 8' 055” зп В зе, со. 


Вспомним соотношения между целыми степенями пли произведениями 
синусов и косинусов, © одной стороны, и сннусами и косинусами кратных 
дуг— с другой, тогда увидим, что Р, может быть выражено линейной 
функцией количеств: 

20510, ©с05(п— 2), с08(п— 4}5,... 
из, эт(ип— 2), эт(п— 4)... 


Коэфниненты Р, в случае, если они выражены как функции чегырех 
переменных $, 1, и, и, называются коэфициентами Лапласа. Онн не 
изменяются при одновременной замене 8 на 5’ ид на 9’ 
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‚ 

Те же самые коэфнциенты называются полиномами Лежаидра, если 

в выраженнн (6) соз у заменен буквой х. В этом случае опн обычно обо- 
значаются символом Х,. Мы нмеем: 


— 1-83-65... п 118.. 9 
РЕ ее Я и 
+ —2 9153... би иа о. 
. В ЕЯ , 


причем миогочлен окаичивается членом с х илн членом, незавясимым от х, 
смотря по тому, будет ли п нечетным илн четным. 

38. Диф`РЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ КОЭФИЦИЕИТОВ ЛАПЛАСА. Пусть М, 
/М' — две точки, рассмотренные в начале & 81; примем вторую из них за 
пеподвижную. Тогда величина -;» рассматриваемая как функция координат 


точки м, удовлетворяет уравнению Лапласа: 


ь(;)=6 


1 
Подставляя вместо Е разложение (1) и замечая, что вследствие произ- 


вольнести (все члены второй части должны в отцельности удовлетворять 
уравнению А, —0, получим: 
Ро 
№ 0 (9) 
В поляриых координатах р, 8, о выраженне второго диференинального 
параметра функцин У дается формулой 1: 


‚ ИУ в (5) аа 
о 


$118 88 №8 Эа 9 
Замечан, что Р, не зависит от 6, (9) дает поэтому: 


9 /. ЭР Е 
пе РЕ й О п} |-- ПАРЕ. 0. {10} 
зн: 8 08 Ри зн 8 5? 
Это и есть то диференцнальное уравнение, которому удовлетворяют коз- 
р УР рому у. р. 
фицненты Лапласа, рассматриваемые как функинн $ и 0. 
Если положить в (7) $’ —0 и с058 =, то получнм- 


3 


н Р, превращается в Х, и становится незавнснмым от 0. Выведем таким 
пулем диференцнальное уравиение, которому удчвлетворяют Х„, взяв (10), 
отбросив в нем последний члеи и положив м вместо с058, так что 

а В 

ах’ 


а а м 
, 18=- 908 == и! Е 
тогда получим: 
а ад] 
пет их,- НХ [а — 2 ви] 0 
или также 
Чех, о, 


ое п 


пи -НОХ,— к Ан + а -— л°) 
ах р 


* См. Приложения, $ 5. 


62 ГЛАВА ШЕСТАЯ 


34. Замечлине. Еслн целая рациональная функция от х Х(х) удовлетво- 
ряет уравнению: 
4 


аж О (12 


п! — 2 д аа 


и обращается в нуль при х==1, то его. производные любого по, здка 
лакже обращаются в нуль при х==1. Отсюда /(х) тожнественио равно 
нулю. Следовательно, Х„ вполне определено условиями, что это целая ра- 
цнональная функиня относительно Хх, принимающая значение 1 при х==1 
и удовлетворяющая уравпению (11). 

Заметим еще, что если взять последовательно г газ производную от 
(11), то получим: 


=, ага, г+аХ, 
Миног, 20 0х пи а — ий, (13) 


С другой сторонь, пусть ф есть целая рациональная функция от х, 
удовлетворяющая уразнению: 


ве Ю—^(е Зе ео а о (13) 
Хи 
н принамающая значение К при х == 1. Если Й значение —^ для х==1, 
ахг 
то разность 
ка” 


удовлетворяет (18) и обращается в нуль прн х==1. Поэтому оиа равна 

нулю для всех значений х. Отсюда следует, что, обозначая через С постсян- 
ную, будет 

агхХ, 

в ах. 


85. СъфввРичЕСКИЕ Функини. Сферической функцией (первого рода) по- 
рядка п называется целая раднональная функция У, относительно выражений 


51186052, зб зИо, ©0518, (14) 


которая удовлетворяет а уравненню: 


ве, то (тои) + т, (5) 


8 93 8 5112 952 
Припоминая выражение для А, в полярных коордннатах ($ 83), легко 
прозернть, что вследствие (15) функции 


т ЕН 
У, рен 


уловлет оряют уравнению Лапласа 4, ==0 и являются гармоническими функ- 
циямн, первая — в конечном пространстве?, а вторая — в неограничеином 


+ Если вместо полярных координат вставить их выражсиня чер ез прямоуголь- 
ные координаты, то функция "Ул окажется целой рационалыюй фупкцией п-й 
степени относительно координат л, у, 2. 

Действительно, с05 7з выражается лниейпо через 


с057о, 6057-30, ©087Г-89... 
Хи Е. 
ддт @СТЬ линейная функция от с097-78, с037-г-28, с08"-г-4 8... 
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пространстве, за исключеннем конечного контура, окружающего начало 
координат с раднусом р. 

Найдем более общее выражение для У,. Так как это есть целая рацио- 
нальная фуикция от выражений (14), то можно положить 


У, ==У (А, 0$ № +- В, йа ло) зи 8, (16) 
т 


гле и А, и В, незавнсимы от и и являются целыми рациональными Ффунк- 
пиями от с0$8. Действительно, ГУ, солержит в линейной форме произве- 


дения 
зни 8 эп”, зим 0575, зим зи 052 (5-Е Ё=7), (17) 


и коэфнциенты такнх произведений — радиоиальные целые фуикции от с058. 
Поэтому по известным формулам трнгонометрнн выражения (17) могут 
быть выражены через 


эни 8 эй го, зи В а (г — 2}, эти зи (г -—- 4)5 ит. д. 
31078 с0$ 73, $1178 с05 (7— 2), зим со$ (г — 4) ит. п. 


Если собрать члены, содержащие зто (илн с0870}, мы получим мно- 
жители: 
5178, 317+28, $н10%39..., 
однако 
5272 9 — 5178 — 5иг 8 0529, 
511744 В — им $ (1 — с03? 8)? 


н Т. д. Таким образом все члены с зизго будут содержать множитель пт $ 
и целые рациональные функции от с0$$. Этим доказывается сделаиное 
утвержденне. Вводя выраженне (16) в уравнение (15) и приравнивая отдельно 
нулю коэфнцненты при Зтго н 05/5, получим уравнение: 


. с0$ В ИА 
. [пи -- о] А+ @/и- Пана 
В.Е :058 а 
и такое же уравиенне для В,. Если положим 05$ ==, откуда 1. =-— за › 
то будет 
ад, ЧА А, ЧА : 4?А 
А Вет Е Ня о „ 
и 5 8 ах’ тр с0$ 8 И + 3128 па - 
Таким образом предыдущее уравнение становится“ 
— вы ЧА, — 9 
О 


Поэтому н произведение 
Я ах 
оп зни” $ с0$ м ——В 
ахг 
солержит лишь члены вида: 
рези” 8 с057-210 (с05 $72, 


глеёи й— целые положительные числа и притом такие, что все встречающиеся 


показатели не меньше нуля. Итак, предыдущее выражение может быть выражено 
так: 


(рэ 86085) (2 с05? 81 (р с0з Ви ---Эрав —= хи (да -|- убуеи-г-Эй аруай ° 
что и требовалось доказать. 
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й 
Согааспо сказанпому в копие предшествующего параграфа, должно быть, 
если Н и КЬ—- произвольные ностоянные- 


агхХ, агх, 
ооо о АА 


гле после образования производиых нужшо положнть с05 $ вместо х. 


Получаем, накопец, общую форму для У: 


ы 
У У (Н,„с0$ го --К, ИЕ г2) зи и 


г=0 


(18) 


го 


где Н, н К,— произвольные постоянные. Суммирование ограничено верх- 
ним пределом, при котором и равно г, так как (и-|-1)-и пронзводная от Х, 
тождественно равна нулю. 

Пример. Найдем общее выражение для т. Имеем: 


АХ» 


8Х, = 35а — 301--5 4 т == 702 — 30%, 
реб, о 
Е 105. 15, а 105х, т - 105. 


Отсюда, обозначая через @„ 6, произвольные постоянные, наиболее 
общее выражение лля У, буцет: 


У = а (35 с051 8 — 30 с05? 8 -|- 3) - (@1с0$ 3 -- В, зв 5) (7 с09 9 — 3 с05 8) т 8 -= 
-{ (2205 26 -- 65 зи 25) (7 05? В — 1) $12 8 -- (аз с0$ 33 -- Ва 91 35) 7 с0$ 8 зи 8 -- 
-{ (@, с0$ 45 + Вы я 45) эй В. 


86. ВырАженнЕ для Р,. Р,, рассматрнваемое как функция от 9, 0, есть 
частный случай У. В, поэтому может быть принято в форме (18), гле М, и 
К, — функцни 8’, %. С другой стороны, Р„ сныметричио относительно двух 


пар переменных ($, 0) и (%', '} Отсюла можно коэфниненты Н,„, К, принять 
р а 
в форме: 


[Г 
Н/,— а, с0$ го’ эизг ( и 


=. ‚› К-ЕВ, 5 КУ НИ ( 
х= с05 


ГагХн ы ) 
ИГ /х= соз 87" 


алхт 


Еслн мы вспомним, что Р, зависнт лишь от угла у между двумя на- 
правлениямн (8’, 5") и (8, 5), то станет ясным, что переменные 0, и’ должиы 
входить в Ру только в виде нх разностн о — 5'. Это требует, чтобы было 
@а,=6, откуда окончательно, обозвачая через А‚, постоянный коэфнциент: 


п 
в.=)) А зшг 8 зи 9" сов — 5 ( (19) 


г=0 


ах, ры 
Яхт ке И. ахп ее 


В $ 3$ мы докажем, что все коэфицненты А„, отлнчаются от нуля. 
37. Свойства У,. На сфере раднуса единицы, имеющей центр в начале 
иоляриых коордннат р, 8, и, всякая пара значений 9, о определяет точку. 
Все точкн сферы охватываются изменением 8 от нуля дол и от нуля 
до 2п. Обозначим через 4&@ элемент поверхности этой сферы (илн, как мы 
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говорили раныше, угловой элемент пространства вокруг начала радиусов- 
векторов) н докажем, что 

{ Р„У,а8=0 (для тэ) 


Ах 


—=—-— 


и (20) 
о 8 5 
{ а Эви У, 
ео 
гле У, получается из У, заменой 9, и на /, и’ и где интегралы взяты 


но всей поверхности сферы. 
Для доказательства первого выражения (20) помножим (15) на Ри (10) 
на У, где п заменим через м, н вычтем. Получнм: 


ВО ое мо 8 
[пгт 5) — п (и -- Ри Е [в РЕ и ое )] + 
И 
с пре 
511? 8 45 | и 


т 


35 й 5 


Помножим это на 4® и проинтегряруем по всей сфере, замечая, что 
49—918.48.40. Первый член правой части даст: 


РО ду, др 
(“| т [воз (2, а У. ие) | 45 


о о 


что равно нулю, потому что благодаря множителю зш8 определенный инте- 
грал относительно $ от 0 до п есть нуль Второй чан после ннтегрнрова- 
ния даст: 


= == ® А 
8 3 ду, ЭР, 98 ду, Те 
ии У, 1 м цу ее 
а. “5 + ге | "о "> | 
о о о 


Но согласно опрелелеиию Р„ и Т,„, двучлен в скобках приннмает рав- 


ные значения при 9=0 и при =, откуда определенный ннтеграл есть 
нуль. Следовательно, для тэ 


| Рау, 4—0, 
45 


Для доказательства еторой формулы (20) рассмотрим внутри сферы $ 
радиуса 1 точку Р с полярными координатамн (’, 3, 5’ (’<_1). Величину 
функини р"У, в точке Р можно вычислить по формуле Грина 1° 


1 
8— г 
о | У т ли 4$ ( . МИЯ, (21) 
Я А г дп Я 
$ - 


де И, есть значение иекоторой функции И в точке Р вну:ра некоторого 
объема т; второй интеграл распространяется на весь этот объем, а первый — 


а См. Приложения, $ 4. 


5 Мацетти п. 
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на поверхность 5, ограпичивающую этот самый объем; г выражает рассто- 
янне от точки Р до соэтветствующего элемента 4$ или (&. 

Применяя (21) к функции “У, н замечая, что для этой функции А, = 0, 
как это было показано в начале $ 35, получим‘ 


1 
= 


Здесь дп есть элемент нормали, направленпой внутрь сферы, рав- 


а 1 Е 
ный — 90; вместо р можно вставнть ряд: 


ие в. 
т=У р Е 
2 

о 


Отсюда, так как бе т. независимы от р: 


[22 
д 9/1 ‚, 
дн И) - 1, (=) =У в КОР, к». 
о 


Подставим это в (21'), замечая, что на сфере р=1; получим: 


Чтр"У у (&- пе [ Ра -- 3 "8 [2 ае. 


№5 $ 5 $ 


Здесь согласно локазаниому все члены во второй частн сокращаются 
за исключением двух, соответствующих $ = п, так что вторая часть приво- 
дится К 


(28-1) г" [ РР ОХ 
$ 


Этим доказано второе соотношенне (20). 
Положнм во втором выражении (20) У, —Р.. Тогда во втором члене 
нужно заменнть У, через то значение, которое приннмает Р„, еслн в нем 


положить 8—8, уу. Но это равносильно привятню угла }, образо- 
ваниого направленнямн (9, у) (8', У) межлу собою, равным нулю, что обра- 
щает Р, в единицу ($ 31). Отсюда 
4: 
2 ты 
мои. 


4 


Если здесь положить 99 — ту бу а, где | и © являются полярным 
расстоянием и долготой по отношению к направлению ($, ©"), принятому 
за полярную ось, последияя формула принимает вил: 


3 к 


[м | Ра зи, 


о о 
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гче Ра есть функция одного только 60$ т, и если 60$] заменить через х, 
го Р превращается в __ Лежандра. Согласно сказанному имеем: 


Н Я 
) В = 
Я 21-1” 
88. ЭлемЕиТАРВЫЕ СФЕРНЧЕСКНЕ ФУНКИНН. ВЫРАЖЕНИЕ ФУНКЦИИ ОТ 9 нп 
0 В ВИДЕ СУММЫ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. 
21 +1 выражений: 


[г гаг. ^ 
С05 79 эн 8 (=) . 1 2 5НИ 8 ( а (22) 
х=с058 ‚ @. 


ах ‚ха ) х=соз 8" 


которые фигурируют в общем выражении (18) для У,, все являются сфе- 
рнческими функциямн порядка п; их можно получить нз общего выражения 
приравниванием всех, за нсключением одного, произвольных постоянных а,„, 
Ь, нулю. Выражения (22) называются элементарными сферическими функ- 


циями поряцка и. Известно, что многочлен вида: 
00-1 4, С05 2 -- 4.603 22 -... Е зто -[- 9 25 --... 


где все а и В независимы от и, ие может быть нулем для всех значений о, 
если т\лько не нули все @ и 8. Отсюда следует, что’ сферическая функцня 
порялка и не может быть тождественно нулем, еслн только не нулн все 
коэфнцненты 21-|- 1 сферических элементарных функций, ее составляющих. 
Рассмотрим еще сумму 
рН Ба (23) 


тгле У! есть известная функция @ но и чнсло членов конечно или беско- 
нечно; в последием случае предположим ряд сходящимся. Помножнв (28) 
на Р,@®9 н интегрируя по сфере радиуса 1, получнм в силу (20): 

4е 


| И Е 


Поменяем в нем переменные (8, 5) и ($', ('), что не нзменит Р‚, и об- 
значим результат такой замены через У, 49'; тогла эта формула при- 
мет выд: 


о Ак 
[урлаа= т 
ро 
нляи в развернутой форме: } 
у, = т т |“ | Рип! ай. (24) 


О 


Из этого соотношения следует, что: 

1) ссян сумма сфернческих функций равна нулю, то должны быть 
отдельно равнымн нулю составляющие ее сфернческие функини различных 
порядков. И отсюда, согласно сказанному, должны равняться нулю коэфи- 
циенты всех элементарных сфернческих функций, которые встречаются в раз- 
ложении таковых: 


5* 
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2) если некоторая функция 01 8 и и выражается, как сумма конечного 
или бесковечного числа сферических функций, такое разложение един» 
ственно; другимн словами, одиозначно определены отдельные сферические 
функции, ее составляющие (а следовательно, и постоянные коэфициенты 
всех элементарных сферических функций, которые могут встречаться в вы- 
ражении заданной функцин). 

Как на первое применение (24) можно указать на выраженне коэфнциен- 
тов А„, в формуле (19). 

Рассмотрим сферическую функцню порядка п: 


Ук Г; 6085 (2 —ь 


гле 7,„, обозначает 5-ю производную от Х„, в которой после дифереици- 
рования положим соз8 вместо х. Помножив (19) на У. и интегрируя по 


5 
всей сфере радиуса 5 получим: 


= а п 
{ ВИНО —= { @ | Ринза 8 49 = «Азию т. | за Г, эп 848. (25) 
4= о о о 


Но мы имеем: . 
2х 


[овиь 5") с055(8 — 7) 4@2==0 (пн #55), 
© 


2 
[сое 9—0) 42 =, 


о 


С другой стороны, вторая формула (20) дает: 


Ак : 48 . ый 
| Ра 2.1 5 би Е| ВИ 


4= 


Сравпивая это с (25), получаем: 


к + 

Е 11 95+107-2 5 [@5Х 

ЕЕ 4», ЗО, 48 = Ан; [а =“) и. ах. 
о = 


Эта формула доказывает, что все козфицненты А,„; конечны и отличны 


от нуля. Определенный интеграл может быть вычислен исходя нз дифереи- 
цнальной формулы, определяющей Х„1. Согласно сказанному найлем: 


2 


ЕТ ЗЕЕ ци — (и 


+ См иапример, Т1ззсгава, Мёсапаие с@еме, И, р. 166. 
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89. РАЗЛОЖЕНИЕ В РЯДЫ ПО СФЕРИЧЕСКИМ ФУНКЦИЯМ. Сказанное в преды- 
лущем параграфе доказывает, что если некоторая функция / (9,0) от 8 но 
разлагается в ряд сферических функций, то это разпожение возможно лишь 
елинственным образом, причем член разложения порядка п опрелеляется 
формулой: 


2х Е 
ти { в { Их) Руза 4. 25) 
о о 


Можно доказать. что разложение в ряд по сферическнм функциям воз- 
можно, если выполнены известные условия большой общности отнссительно 


функции 7(8, 5)- 


Глава седьмая 


ПРИМЕНЕНИЯ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. РАЗХОЖЕНИЕ ВНЕШНЕЙ ПОТЕН- 
ЦИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ ПО ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ СТЕПЕНЯМ РАДИУСА-ВЕКТОРА 


40. ЗадАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ВНЕШНЕГО ПРОСТРАНСТВА СФЕРЫ. Определим гар 
моническую функцию У для внешнего пространства относительно сферы ра- 
диуса а для случая, когда залавы значення, которые должна принимать эта 
фуикция на поверхности самой сферы. Обозначим через 8 и ш полярные 
координаты произвольной точки сферы, и пусть Р(8, 5) есть значение, 
которое У должно принимать в точке $, 6 самой сферы. Предположим, 
что Р(8, 5) может быть разложено в ряд сферических функций: 


[22 
> ы 
Рв=УУ, (1) 
= р 
где отдельные функции У, определены, как это указано в конце предылу- 
щего параграфа. 

Рассмотрим еще рял 


= и (2) 


о 


где р есть раднус-вектор некоторой точки вне сферы. Так как(р> а, то 
ряд (2) сходится, если только сходится разложение (1), поэтому можно 
брать производные от (2) по р. 
С другой сторопы, (2) удовлетворяет уравнению Лапласа, так как (6 35) 
У, 


РА 
РИН ь 
Кроме того, (2) обращается в нуль на бесконечном расстоянни. Таким 


образом (2) выражает искомую функцию И, Взяв производную по р и за- 
тем положив ?—а, получим значение производной по нормали к поверх- 


вости в виде: 
9 _ а! 
= а" 


41. ОБЪЕМ И ЦЕНТР МАССЫ ОДНОРОДНОГО ТЕЛА, ОГРАНИЧЕННОГО ПОВЕРХНОСТЬЮ, 
МАЛО ОТЛИЧАЮЩЕЙСЯ ОТ СФЕРЫ. Обозначим через Ю, 8, 3 полярные коорлн- 
наты точки на ограничивающей поверхности, и пусть 


А =а(Е-- 1) (3) 
уравнение этой поверхности в полярных координатах, причем { есть неко- 


торан функция от 0’и . Мы скажем, что поверхность мало отличается 
от сферы радиуса а, еслн можно выбрать начачо коордннат такнм образом, 
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чтобы функция была всегла меньше некоторого малого, заранее взятого 
числа = 

Обозначая лерез 9’, $',” полярные координаты элемента объема, зани- 
маемого телом, булем иметь: 


ов = 
= [= [« {ла зи 8! — - | “| 2358! 48". 
ро о оо 


Вставляя вместо ® выражение (3) и пренебрегая степенями, высшими 


еднницы, потучим: 
2= 


23 р 
== { а | (1-36) эт 9 4, (4) 
о © 


где # есть то же, что и & при замене 8 и о через 8 и 9. 
Вообразим, что # разложено по сферическим функциям; 


[ 


$ 


в 
Заметив, что первая из формул (20) $ 37 лает: 


(5) 


| 7.99 =0 (для т 0, 
= 
выражение (5), подставленное в (4), даст: 


ра т 
= _ [= [а 4 37 зт а = 


о По 


Отсюда следует, что если сфера радиуса а имеет одинаковый объем 
с ланным телом, то должно быть У ==0, а также в раз:оженин (5} отсут- 
ствует сферическая функция нулевого порядка. 

Для определения положения цеитра массы тела, предполагаемого олно- 
ролным, рассмотрим плоскость Ц, проходящую через начало координат 
и нормальную к некоторому избранному направленню 8, и. Пусть $ есть 
расстояние элемента объема от плоскостн 1. Расстоянне 2 центра массы 
ог той же плоскости дается выраженнем: 


р=т { В (6) 


Есш Я, 8", 5" — координаты элемента 4, то 
= р’ созт, 
где у— угол между направлениями (З, о) вн (9', *). Но, как известно ($ 81), 
Р, =с0$1, откуда 8=Р). 
Подставляя в (6) и заменяя 45 его выражением: 
= рт ага у, 
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получим: 


ю 


к в 2 х 
= (ы ах | рат Г {| ах [о Ри 
о. 


= % 
В. 
о о о и 


Заменим А его выражением (3), принимая с указанным приближенвем 
= ай (1 48, 
гле # дается разложением (5). На основании формулы (20) 5 87 имеем: 


р= наи. 

Отсюда следует. достаточное и необходимое условие того, чтобы точка, 
выбранная за начало координат, была центром массы, заключается в от- 
сутствии в разложении (5) сферической функции первого корядка. 

42. РАЗЛОЖЕНИЕ В РЯД ВНЕШНЕЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ ДЛЯ ЛЮВОГО ТЕ-А. 
Пусть 9', 9’, 5’ — полярные координаты притягиваемой точки Р; р, $, 0 — 
координаты элемента массы #4: данного тела. Допустим, что р’ > т 
т.е. притягиваемая точка находится от пачала координат далыше, чем лю- 
бая точка данного тела; тогда рассгоянне › точки Р от элемента А 4х дается 
выраженнем: 


Потенциальная функция И тела на точку Р поэтому будет. 


[22] 
и У [ев > + ‚. [еси Ч 5 [соя — ре: -..., (7) 
Г. < 


с т 


где М — полная масса тела, ау — угол между направлениями ($, 5) и (8', ®'). 
Обозначим через х, у, 2 лекартовы координаты элемента А ат, \, ду — 
косинусы направлений радиуса-вэктора, проведенного в притягиваемую точку. 
Будем иметь: 
: розу Е ву - ул, 
2 (Зс0з1 — = (88 — Пр — 02 (32 — 1 бху № - бугры | 62х Я = 
== 8 (242 — № — 29) Е (2 — 2 - 2) | И (222 — 2 — у) -- бхуд -- бур ву + бах 2. 


Подставим эти выражения в (7) и положим: 


| В -= Мх ит о 


ое | АА, н т. д., 


[ В, Ш т. д. 
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Получим: 
ММ, - + 
Ув 0х Ев 2) 2, 02 (А, НА, — 24) + (И, НА, 2А,) | 


Ви, А, ЗАД быв, + быв, Е бАВУ +... 8) 


Если известна внешняя потенциальная функция тела, то известны и зна- 
чения У для всех систем значений %, р, ^, р. Поэтому будут определены и 


ие лв в, в. 


т. е. будут известны положение центра массы. направления главных осей 
инерции н разности главных моментов инерции, как это доказано в $ 15. 
Если начало координат находится в цептре тяжести и осн координат сов- 
падают с главными осями ннерцин, то в (8) исчезают члены с}, п,У жд, 
ву, УХ, п мы вновь имеем формулу 5 13. 

В более общем случае член разложения (7) общего вида 


1 
ран ( эп Р.Е Ч, 


< 


гле Р, есть выражение (19) $ 36, распачается па 2и-|-1 члепов одного 
из цвух типов: 


А . 
р сх Т„, { 2 05 7 Г, @% 


А Е. ( Гиг — 5199 92") - 
а т Вы 7» Ги, ЧЕ 


т 
ри+ 


Если ИУ известно для всех совокупностей значений ИЖ, У, то этим 
определяются и значения 2и-|-1 интегралов 


Е [вова то Ти; аъ м [вы РТ: 
= < 


Если вместо полярных координат (р, 9, 0} введем прямоугольные х, у, 2, 
то Ён М выразятся через линейные однородные комбинации моментов 
ннерцин порядка и данного тела. Знание внешней потенциальной функции 
поведет поэтому к знанию 2-1 пезависнмых линейных соотношений 
ие 2) 

2 

43. КАК МОЖЕТ МЕНЯТЬСЯ РАСПРЕЛЕЛЕНИЕ МАССЫ БНУ1РИ ТЕЛА БЕЗ НЗМЕ- 
НЕНИЯ ВНЕШНЕЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ хункции. Рассмотрим тео, занимающее отра- 
ниченный объем т, и пусть по обыкновению А есть плотность элемента 
объема 45 с коорлинатамн х, у, 2. Допустим, что эта плотность получает 
приращение (положительное нлн отрицательное) /й, где й есть некоторая 
функция от х, у, 2. Необхолимое и достаточное условие того, чтобы при 
этом измепеини в распределении массы не изменилось притяжение на внеигчие 
точки, заключается в том, чтобы интеграл 


ва = 
ХЕ 6" УЕ - = 


межлу моментамн инерцни 7-го порядка. 


в _ 


| = 


т = 
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был равен нулю для всех точек х, у, 2 вне объема т. В силу разложе- 


ния (7) можно написать: 
ка 
р '- 
отн [в 
0) ы 


и эго условие вследствие произвольностн я можно заменить другим: 


{ 2"Рив в -=0, (9) 


дая всех целых положительных я. 

Мы можем сказать, что воображаемое тело, занимающее простраиство т 
и имеющее плотность # в точке с текущими координатамн х, у, 2, не должно 
притягивать внешией точки (быть телом нулевого притяжения). Таким обра- 
зом исследование нзменений ПлОТносСтН внутрн объема т, при которых не 
меняется внешнее притяжение, равносильно исследованию тела нулевого при- 
ляжения, которое можно вообразить себе внутрн объема т. Мы можем ис- 
медленно найти бесконечное множество примеров для такого распределения 
в случае, если пространство т ограннчено сферой радиуса Ю. Нанболее про- 
стой способ заключается в рассмотрении распределения концентрическими 
сферическими слоями, в случе которого мы будем иметь: 


Ю 


{ 1? ай = 0, 
о 


гле / — плотность слоя радиуса 6 х 
В более общем случае пусть 


п | 
й У ИЕ 
75 


— плотиость в точке с полярными координатами р, 9,0, гле А, — функ- 
ции р, подчиненные единствеиному условию интегрируемости от 0 до А, 
и У, элементарная сферическая функция порядка г от переменных Фиш. 
Вставляя это в (9), гле положим ==? 4р 49, получим: 
в 
ее { Р, У Аз: 49 =0. 


о 2 
Выполняя интегрированне по © н припоминая (20) $ 37, найдем: 


- 
У п? А 1 0, 
ое [= ро 


о 


откуда 


в 
ел, 4: = 0. {10) 
о 
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и связано этим условием, причем оно, очевндно, остается конечным 
межлу О и А. В более общем случае оно удовлетворит этим условиям, есни 


ноложить: 


ЕЯ 
из тр ие [27436 (2], 


тле $ (2) — произвольная конечная функция, нмеющая производную по в 
и обращающаяся в нуль при ==. 

Вообще, если пространство т ограничено произвольной поверхностью 5, 
мы можем вообразить тело вулевого прнтяжения, нахолящееся внутри этого 
пространства, следующим способом. Пусть /(х, у, г) есть непрерывная во- 
нечиая функция внутри т, так же как и ее первая и вторая производные, 


д 
и притом такая, что как она сама, так и ее производные по нормали у 
| 
обращаются в нуль на поверхности $. 
Тело, занимающее объем т и имеющее в данной точке плотность, опре- 


делясмую из 
= А (11) 


имеет притяжение на внешшою точку, равное нулю. Действительно, для 
любой точки внутри т мы имеем согласно известиой формуле Грина 1 


1 
5— 
лен ( (, гл в а 
5 


п год я 


9 
Согласно упомянутым поверхностным условиям для / н _ интеграл по 
поверхности обращается в нуль, так что принимая во внимание (11): 


й 4: 
ик д=— (1. 


Эта формула показывает, что — 4п{ выражает внутреннюю потенцналь- 
ную функцию нашего распределения с плотностью (переменной) #. Внеш- 
няя потенциальная функция на основании известного свойства непрерывности 
должна нметь с —4"х одинаковое зпачение на поверхности ©. т. е. должна 
быть нулем во всех точках $. Поэтому она будет нулем и во всех точках 
внешнего пространства. Е 

44. РАЗНОСТИ ГЛАВНЫХ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ для млссы Земли. Мы прибли- 
женно уже определили эти разности в 5 24. Теперь мы можем дать точные 
выраження в предположении, что одна из внешних уровенных поверх- 
ностей Земли есть эллипсоил вращения (а, а, 5). Заметим прежде всего, что 
выражение внешней потенциальной функции У согласно сказанному в $ 20 
зависит только от х?-|- у? и от 22, гле х, у, 2 — координаты притягивае- 
мой точки относительно осей эллипсоила (ось = направлена по оси враще- 
ния, начало координат -—в центре эллипсоила). Рсе члены, входящие в у, 
симметричны относительно плоскости ху и относительио оси 2. Отсюда 
следует, что разложение (8) $ 42 для И не должно меняться ирн счедую- 


+ См. Приложения, $ 4. . 
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щих изменениях в направляющих косннусах ®, р, у радиуса-вектора притя- 
гиваемой точки: 
1) при изменении знака у одного, двух или всех $, м, %, 
2) при таких изменениях №, цу, прн которых % -|- 2 и У? остаются 
постоянными. 
Для этого необходимо, чтобы было: 
ВВ 


0; Ак=А,. 


Эти соотношения показывают, что центр массы Земли совпадает 
е центром эллипсоида, ось вращения этой поверхности является 
главной осью инерции и два главных момента относительно осей х 
и у равны между собою. 

С другой стороны, обозначая через У, потенциальную функцию отно- 
сительно точки, лежащей на оси = на расстоянин --2 от начгла, получим 
это У, из (8), полагая \==0, и==0, у==1, р’ ==2, таким образом, принн- 


мая во внимание, что 2=0, найдем: 


м № 
У Ро, А, — 24.) 


откуда 


1 
о (ИР Ау 24.) = Ши 22 (27, — М) 
= 05 
В данном случае, сслн Ю — момент инерцин относительно оси 2, а Р—- 
относительно каждой из озей х и у, то предыдущая формула дает: 
Р- Ю= Ши 22 (2",— М). 
г= 0 
Припимая во внимание, что вспомогательная переменная С, которая фи- 
гурирует в выражениз У, данном в 5 20, для случая точки, лежащей 
на оси 2, становится 


нетрудно получить из уравнения (11): 
Мое Е 428026 ] 
3 157М {3+ Эасв 2-34" 
Разлагая в ряд по малым значениям {, получаем вновь выражение, най- 
денпое в 5 24. 


в Р= 


Глава восьмая 


ОБЩИЙ СЛУЧАЯ УРОВЕННОЙ ПОВЕРХНОСТИ, МАЛО ОТЛИЧАЮЩЕЙСЯ 
ОТ СФЕРЫ, АНОМАЛИИ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 


45. ПостлиовкаА ПРОБЛЕМЫ. Стокс определил прн помощи сферических 
функций зависимость между формой уровенной поверхности $ и значением 
силы тяжести, исходя из общей гнпотезы, что эта уровенная поверхность 
мало отптичается от сферы и что можно пренебречь малой взличиной вто- 
рого порядка относительно разности между максимумом н минимумом ради- 
уса-вектора $, а также относительно центробежной силы, выраженной в 
долях силы тяжести, рассматривая эти две величины как малые первого 
порядка. 

Несколько вилонзменяя постанов»у грэблемы н способ решення, мы рас- 
смотрим в настоящей главе следующий вопрос: допустим две разные гипо- 
тезы ($5) и ($,) относительно формы н положения внешней уровенной по- 
верхностн и предположим, что обе поверхности $ и $,, очень мало 
отличаются между собою и обе близки к сфере. Найдем, какое существует 
соотношение между расстоянием вдоль одного и того же радиуса-векторл 
этих двух поверхностей н разностью силы тяжести в соответствующих точ- 
ках поверхностей. 

46. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ, — Пусть 5 — поверх- 
ность равновесия, когорую предположим мало отличающейся от сферы, центр 
которой О лежит на оси вращения планеты, а радиус равен а. 

Возьмем сферические координаты с цептром в О и полярной осью, со- 
впадающей с осыо вращения, обозначим через @ угол между радиусом- 
вектором и северным направлением полярной оси (т. е. поляриое расстояние), 
< — долгота. 

Уравненне поверхности $ может быть написано так: 


еще 
—=— (14), 
=== +19) © 
где а— очень малая постоянная, #— функция от 6, ®, которая должна 
быть конечной и непрерывной, так же как и ее первая производная, со- 
гласно известному свойству уровенных поверхиостей. П›ложив1оя (1--@#) ==, 
напишем (5) в виде: 
ПОЮ (1} 

Пусть 45 — некоторый линейный элемент на поверхиости 5; уравне- 

ние (1) дает: 
Че, 9649, Е 8 _ 


В ЕО 
ва ав "о Е ® 


С лругой стороны, по отношению к прямоугольным осям координат, 
образованным в точке (", 0, %)} касательными к координатным ЛИнННЯМ 
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упомянутой сферической системы координат и раиусом-вектором, наприваню- 
ише косинусы элемента 45 таковы: 


г 0 СЫ 
45’ 45’ 45° 
Уравнение (2) показывает, что направляющие косинусы }, м, у нормали 
к поверхности я образуют с только что найленными косинусами отношения: 
не М9 


20° тб. 

ЗЕ 1 9 

в= ры - - 
у оао 


н принимая положительным направление внумренней нормали, образующей 
с радиусом-вектором тупой угол, получим: 


Отсюда, положив 


= ов (ии) =. (} 


Рассмотрим теперь поверхность 5;, мало отличающуюся от 5, раднус- 
вектор которой для точки, лежащей в направлении (6, <), определяется из сле- 
дующего уравнения: 


там, ха 


где В — весьма малая постоянная, а и — новая функция от 6, чо. 

Мы задаемся целью исследовать приближенным способом, какне изме- 
нения пронзойлут во внешней потенциальной функции и в поверхностной 
силе тяжести, когда мы от гипотезы, выраженной формулой (5), перейдем 
к ($,) нлн другими словами, когда мы вместо поверхности $ как уровен- 
пой поверхности подставляем поверхность 5,. 

При решении этой задачи мы будем пренебрегать членоми порядка 
28, В, Вю’ (где ® — угловая скорость суточного вращения) и выше. Чтобы 
притти к практическому случаю, в когором 5 представляет обычный земной 
сферонх эксцентриситета е, мы допустим, что можно пренебрегать как 
вторыми степенями местных аномалий, так и пронзведениями этих аномалий 
на е? н на ©?. Наиротив, мы не будем пренебрегать, как это обычно де- 
лается в теорин Клеро и Стокса, членами, содержащими ей, 6?0?, 01 
и т. л. Другими словами, отличие нашего сфероида от сферы не столь 
мало, чтобы можно было пренебречь вторыми степенями; но аномалии, ко- 
торые мы хотим изучить (отклонения геоида от сферонда), мы прелпола- 
гаем столь малыми, что допустимо пренебречь во всех козфициентах, на 
которые нх придется множить, лействнем земного сжатня п центробежной 
силы. 

Условившись относительно этого, обозначим через п внутреннюю пор- 
маль поверхности 5,. Получим аналогично (3): 

1 


©0$ (7н} = — р. 
О 
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И 
„= 1+ ) из к т ь 
а м И 
8] (Ея №] 


эг, \: 1 ( 28: . В им ди \*] 
(ая к Ее 


С указапной степенью приближения имеем поэтому (конечно, для дан- 


ных зпачений 0 и 4): 
э)*_ (32! 
и] \ м 


(5: и ( 9г\* 
и д] * 
и отсюда Р-Р. Это значит, что если Аи А; —- две точки, в которых 


один и тот же радиус-вектор встречает поверхности $ и $,, мы имеем 
с нашей степенью приближения для точек А и Д,: 


Теперь мы имеем: 


и равным образом 


0$ (7п} = с0$ (гп!) . (4} 


47. Разности МЕЖДУ ПОТЕНЦИАЛЬНЫМН ФУНКЦИЯМИ ДЛЯ ДВУХ ГНПОТЕЗ $ п 5. 
Пусть М полная масса Земли, которую предполагаем известной; обозначим 
через 

М 
ЕН (5) 


выражение внешней потенциальной функции земного притяжения в пто- 
тезе (5), и через: 


М , 
ЕСИ 


аналогичное выражение в гипотезе (5,). Ун У" — гармонические функции 
во ввешием пространстве, первая относительно 5, вторая — относнтельно $,. 
Употребляя индексы $ и 5’ для обозначения величин на соответствующей 
поверхности, получим: 

- на 5: 


9 —с, 


М 
ЯНУ 
на 5: (6) 


«022 


те - ау. + ве 5120 -2,, 
й 2 


где /-— постоянная тяготения, а правые члены постояиньх причем разность 
их С — малая величина порядка В. 
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Как уже сказано, пусть А и А, — цве точки, в которых радиус (0, ®), 


выходящий из начала координат, встречает поверхности 5 и $5,. Рас- 
стояние АА, с нашим приближением выражается так: 
ий —Г= 96% 


Значение фувкции У' в точке А может поэтому быть написано так 


> а ви ду’ 
и;=У, (5%) + АЕ нем (7 у 


Таким образом пренебрегая, как сказано членами с @&8, мы можем 
во второй формуле (6) поставить У’ вместо У’; это значит, что мы в фор- 
мулах (6) можем считать функции Уи У относящимися обе к той же 
точке А на поверхности $ 

Тогда, вычитая одну из другой (6), получим: 


ММ аи, 9 =С ® 


(так как согласно установленному можем отбросить разность в?" — 1?), 
имеющую порядок 68). 

Итак, значения гармонической функции 9(И— У') на поверхности $ 
являются малыми порядка В. Такими они остаются во всем пространстве 
вне 5. Положим поэтому 

а("'—И)=Ь К 
'де о — гармоническая функция во внешнем пространстве. Уравнение (7} 
принимает вид: 

м} 


-а == С. 


Ы все с тем же приближением, обозначая через о; значение, которое 


ри ет и в точке, гле рассматриваемый радиус-вектор встречает сферу 


> раднуса а папишем: 
м} 
а‘ ЕР. =С- (8) 


48 Аномалии силы ТЯЖЕСТИ. Составляющшую силы тяжести д в направле- 


нии рачиуса-вектора в типотезе ($) получим, беря частную производную 
по г от выраження- 


М 272 
р = 518 
ЕР НЕА У 2 м 6. 
Таким образом имеем для гочек на поверхности 5: 
д 
Г — а = ы . -Е 02 зн 6 (9) 
5 


Подобным же образом в гипотезе (5;) для точек поверхности 5: 


5,605 (пп) = —1- + (“5 ) ‚+ 9251 $119 9. +10) 
$ 


ОБЩИЙ СЛУЧАЙ УРОВЕННОЙ ПОВЕРХНОСТИ 8 
Вычитая (9) из (10) и замечая, что 
т я 
пойте РЕ 
получим, отбрасывая члены с Ва?, В?, Ва; 


сов (пп) — взсов (г 27 + (7), (2). 1) 


$ 


Левая часть может быть написана так: 
, , 
(2, — 85) с0$ (гп) 8 [©0з(ип) — с0$ (гп). 


Второй член этого выражения может быть отброшен на основании (4) 
Рассуждая так же как в предшествующем параграфе, можем с нашим при 
ближением положить? 


— |] вместо & И, 
%^ 1; № / №17; 


в. — коз 27 у (>) Г 
а? % 7; 


откуда получим: 


Это выражение доказывает, что разность силы тяжести на поверхности 
в наших двух гипотезах (для данных значений 9 и 1) — величина по- 
рялка В, как это можно было ожидать. С другой стороны, с0$ (гп) отли- 
чается от отрицательной единицы на величину порядка и: Поэтому МОЖНО 
написать: 
вии 1 (*)) 2) 
м 


2? 


гле Аг (аномалия тяжести) обозначает разность д", — &.- 
49. Формула Стоксл. Разлагая в ряд сферических функций наши функции 


ии, , положим: 
[#2 со 
и у Ш =» У, 
о Г. 


и в силу сказанного в $ 40 получим” 


со 
№ —= — 
(>). = Уи», 
и 


Прежде чем ввести эти выражения в (8) и (12), заметим, ито если по 
тенциальная функция планеты представлена в одной из форм 


м м р 
ЗЕЕ Я, ЗИ 


б Пицивти П. 
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то должно быть 


Пи У 0, Ши ги’ —0, 
г=со г=ео 
а следовательно, также 
Во 0-0. (13) 
г= со 


Предположим теперь, что начало координат [в находится в центре 
массы планеты, тогда в разложении потенциала по сферическим функ- 
ЦИЯМ (такое разложение всегда законно для точек, достаточно далеких 


1 
от поверхности), должен отсутствовать, как мы знаем, член с == @ 42) 


Это требует, чтобы 
Во ?У—е РУ’ = 0, 


7= со гч=©< 
а отсюда также 
ШП = 0. 14) 
= 


С другой стороны, еслн ирнмем дня функции 9; разложение м УЗ 
то выражение для и будет ($ 40): 


ап 
у тп *- 
Условия (13) и (14) требуют, однако, этобы 0% 
Формула (8) говорит, что в разложенни для ( должна отсутствовать 


сферическая функция первого порядка, а сферическая функция нулевого 
порядка будет: 


[9 


м = 1%. 15} 


Положим поэтому 


ое 
ас 
ить, У, 
2 


откуда 
м со 
э 1 
И ПИ, 
( Эк ) 22 у ив. 
2 
Прихем еще, разлагая по сферическим функциям 


со 
4=—= У. 0,. 
о 


Из (12) получим, приравнивая нулю сумму сферических фупкцнй оди- 
накового порядка: 
М8 


= 


Ч =; 


ум + 
а о Ту 


в’ 
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а из (8) для и 1: 


мо 
Ио 


Исключая У, из последних двух соотношений, найлем: 
9 
О ие. (6) 


Выражеиня (15) и (16) связывают между собою линейные отклопення 
между поверхностями $ и $, с разностью Ав между соответствующими 
значениями поверхностной силы тяжести. Постараемся выразить первые 
через последнне. 

Обозначая через 49 элемент поверхности сферы раднуса 1 и припимая, 
что 0’, >’ — полярные координаты этого элемента, получим: 


| дааа, в, | Р.А’ а©, 
4: 4" 
откуда согласно (15) и (16): 
Е 2 2в-1 от тОь 4 ; 
и [рае В [4 49. 
4: 4х 


Линейное расстояние №== г. -——г между обеимн поверхностями вдоль 
радиуса-всктора (60, 12) с нашей степенью приближения равно — Вам. 
Отсюда: 


со со 
2? 2 23 Эт 1 , 
м=4 0. =— ет [У ЕР, 4%. (7) 
® 4= 4= 2 


55 . 
Найдем теперь выражение функции ви Ри. 
7 
Для этой цели примем иа сфере радиуса 1 за полюс сферических ко- 
ординат точку, в которой она встречается с радиусом-вектором (0, <), 
соответствующим данному значению №. Пусть 7, ® будут полярным рас- 
стояпием и долготой в этой новой системе координат. Тогла Р,„ становится 
той функцией от с0$ 7, которая была определена в б 31, и мы получим” 


со 
1 
< 49 —= эп у-41- ао, (1 | ^3—2х 6081) 2—1 — 4 с0$7 =. (18) 
2 


Разделнм на х? и проинтегрируем от 0 до 1: 


С 1 = ИЕ 
Е 119% = ие 19 
р —— хоз] ха м п 1 99 
; : 
. 2 


6* 
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Интеграл первого члена легко вычисляется интегрированнем по частям 


после замены переменных х . Получим” 


Е Е. == 
] [ее сясая Троя 


= = ИГЕ2-— 2хс0з1] — с05 тю [1 {+ х2 — 2х 5051 +1—хс0$1]. 


Для х==0 легко найдем: 


1 
х 


(1 Имя 2^60$ 1) =<051. 


Определенный интеграл первого члена (19), таким образом, равен: 
1—2 51 1 — 031—518 (шт + ие т). 


С другой стороны, (18) при х=1 дает: 


— = а А 


Складывая это выраженне, умноженное на 2, и (19), умноженное на 8, 
получим: 


т: $1 


>) + 
Эт-1 1 а. ВР Е - от 1191 

а а т —— 1 — бы 2 50517 — 3с05 708 (ша). 

> 3 7% 


Если обозначить второй члеи через Ф(1), то выражение (17) прини- 
мает вид: 
2 и 


= а [| а де’ [Ф%— 53| п-т (20) 


Это и есть формула Стокса, которая дает отклонение геоида от сфероида 
в случае, если дли всей поверхности Земли известны аномалии силы тя- 
жести Ах или разностн между действительными значениями тяжести иа по- 
верхности и вычисленнымн значеннями на основании гнпотезы элипсоидаль- 
ной поверхности равновесия. 

50. Другой спосоБ выводА ФОРМУЛЫ (20). Результат, выраженный 
формулой (20), может быть получен без всякого применення сферических 
функинй. Метод, который мы теперь укажем, несколько более сложен, но 
имеет то преимущество, что не затрагивает вопроса о сходимости рядов, 
которые неоднократно встречались в изложении предыдушего параграфа 

Исключая и из (8) и (12), получим: 


> 5 Е -и(»), + я лы ео 
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Между тем, о определяется как внешняя гармоническая функция, которая 
удовлетворяет своим поверхностным условиям и имеет производную по 
пормали, даваемую (21). Проблема определить гармоническую фупкиню, 
которая удовлетворяет на сфере условию типа? 


где а и р — постоянные, а # — заданная ункция для точек с: Г азре- 
› у ‚ р 


шена профессором Дини для объема внутри сферы путем прнменения раз- 
ложений по сферическим функциям. Не составляет затруднения, следуя 
примэненному им принципу, разрешить эту проблему для впешнего про- 
Странства и без применения рядов. Заметим для нашей цели, что функция 


ее Зы 22) 
И а 


есть гармоническая функция во внешнем пространстве, поскольку такова 
функция и, причем значения о на поверхности согласно (21) равны: 


=) 


Пусть А — точка па сфере, к которой относится аномалия силы 
тяжести Аз, Р-——точка внешнего пространства на расстоянни г от центра О, 
У — угол АОР, р — расстояние АР, определяемое равенством 


р — а? !? — 20гсо$т. 


Выражение И для точки Р дается известной формутой Пуассона: 


Интегрируя по х, получаем без затруднений: 


(23) 


1 [2 3рР 3асозт т о В 
т | [2 ПТ ЮВЕ И— асов) Ав, 
р 


где &— неизвестная функция сферических координат 0, & точкн, к ко- 
торой относится ланное значение о. 
Так как о — гармоническая фуикция, го & должно быть сферической 
фучкцией первого порядка вида: 
а’ 6050 -- В! 9 0 сз + с’ зи В Ш 0, 


86. ъ ГЛАВА ВОСЬМАЯ 


тде постоянные д’, #, с’, так же как и постоянная С, которая фнгурируег 
в выражении для Ар., определяются иа основанни условий (13) и (14) 8 49 
(и это составляет наиболее трудную часть вычисления). Определив постоян- 
ные, положим в (23) г==@, с целью найти поверхностные значения и, и 
подставим вместо диференциала 4Х равный ему 2749. Полученное выра- 
жение для 0;, подставлеиное в ф рмулу (8), вместе с иайденной вели- 
чиной С приводится к формуле (20)- 

51. УРАВНЕНИЕ ЛАГРАНЖА, ОТИОСЯЩЕЕСЯ К ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ ПОВЕРХ- 
НОСТИОГО СФЕРИЧЕСКОГО слоя. Пусть © — потенциальная функция поверхно- 
ствого распределения иа сфере радиуса а; Р — плотность в точке А 
сферы. Требуется доказать, что 

+ 2а (=) =Е«= 


= 2, д 
\), 2 


№5 
где 9; — зиачение ов А, и (> — предел, к которому стремится про- 
х 


дэ 

изводная - 2, взятая по радиусу-вектору, когла точка извце бесконечно 
га 

приближается к АД. ) 


Нижеследующее доказательство представляется мне наиболее простым. 
Пусть и; — внутренняя потенциальная фуикция, ао — внешняя для нашего 


распределения. Тогда 
:=У(и, 8, в). (75) 


если г, 0, чо — полярные координаты притягиваемой точки. Легко прове- 
рить, что функция 

а а? 

(в) 

г та 54 


является гармонической функцией во всешием пространстве, и так как она 
становится равиой 9; на самой сфере, то она выражает виешнюю потен- 
циальную функнию & Итак, 
а [8 
(9.6, =). (26) 


г 


Взяв отсюда производную, так же как и от (25), имеем: 


(©) 


С другой стороны, согласно известному свойству потенциальной функции 


простого слоя: 
(=) (№) ил 
"Их %/х 


Из последних формул непосредственно следует (24). 
Доказанное имеет место всегда, если существует производпая по 


5 
нормали г вблизи рассматриваемой точки А поверхности. Согласно ска- 


занному эта производная существует в случае, если поверхностная плот- 
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ность Д имеет приращение конечной величины во всех направленнях или 
также, если удовлетворяется нсравенство: 


> 


гле Р — плотность в точке В сферы на расстоянии Ё от А, а й— неко- 
торая конечная величина. 

52. Формула ГЕЛЬМЕРТА, КОТОРАЯ СВЯЗЫВАЕТ АНОМАЛИИ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ, ЛИ- 
ИЕЙНОЕ ОТКЛОИЕМИЕ ТЕОИДА ОТ СФЕРОИДА И МЕСТНЫЕ НЕДОСТАТКИ ИЛИ иИЗБЫЕКИ 
мАссы Земпи. Допустим, что фигура эллинсоидального равновесия соответ- 
ствует правильному распределению массы Земли в виде слоев равной плот- 
ности, и что отклонения № геоида (поверхности 51) от сфероида (поверх- 
ности 5) вызываются недостаточной или избыточной массой, условно прел- 
ставляемой в виде поверхностного слоя плотности О (положительной или 
отрицательной), распределеиной на сфере радиуса а. 

Так кзк в $ 47 и в последующих через Во обозначена та часть потеи- 
циальной функции притяжения, от которой зависят отклонеиия № и ано- 
малии Ар. то мы должны в (24) подставить Ви вместо 0, после чего 
получим: 


и 7) 


Допустим еще, что рассматриваемые геоид и эллипсоил соответствуют 
одиому и тому же значению потенциальной функции Земли, т. е. что по- 
стоянные си 6 в формуле (6) равны между собою, и Чго, следовательно, 
постоянная С есть нуль 

В таком случае (8'} и (12”) становятся 


0, и М) р 
; 


а в" 


% 
Исключая 9, и () из этих выражений и (27), получим: 
и 2 


и 


— Ав — 2/0 


3 
51 


С другой стороны, расстояние по нормали М между двумя поверхностями 
выражается с нашей степенью приближения через — ави. Отсюда последняя 
формула может быть написана так: 


3 М 
ЭМ т +в =25уБ (28) 
Введем сюда среднюю поверхностную тяжесть посредством приближен- 
ной формулы: 


где ^„ — средняя плотность Земли Получим из (28): 
в . 


58 ГЛАВА ВОСЬМАЯ 


Если, наконец, плотность Д ндеального возмущающего слоя численно 
выразить через толщину однородного слоя Н принятой плотности Ё в виде 
произведения Д-—Ё, то после подстановки получим формулу Гельмерта: 

8 а Е 
Ааа (1. нм). 

Из предылушего следует, что эта формула требует с аналитнческой 
точки зрения, чтобы плотность О вокруг рассматриваемой точкн не только 
менялась непрерывно, но допускала и конечное приращение в любом на- 
правлении по поверхности. С точки зрения практической это ограничение 
не имеет значения, так как, если мы в иекотором месте Земли хотим сопо- 
ставить аномалии, (лннейные, угловые, гравиметрические) геонда с местными 
возмущениями массы, мы всегда и ›дразумеваем, что этн неправильности имеют 
известную протяженность по всем горизонтальным направлениям вокруг 
рассматрнваемой точки. При таком предположении уй&занное аналитическое 
требование выполняется само собою. 

58. КОНДЕНСАЦИЯ НА УРОВНЕ МОРЯ ВЫСТУПАЮЩИХ ЧАСТЕЙ ЗЕМНОЙ КОРЫ. Закон- 
чим рассмотрение применения теории Стокса в этой первой части замеча- 
ннем, что эта теория предполагает рассматриваемую в ней уровеиную по- 
верхиость находящейся целиком вне массы планеты. Отвлекаясь с большой 
степенью приближения от массы атмосферы, изучаемая уровенная поверх- 
ность для случая Земли, т. е. средиий уровень моря, не проходиг поя- 
постью вне массы Земли, вследствие чего с теоретической стороны нужно 
ввести поправочные члены для учета континентальных масс, выдающихся 
над указанным уровнем. 

Подобный учет может быть лучше всего проведен методом конденсации, 
который для месколько иной цели был применен профессором Гельмертом 
к физическому изучению поверхности Земли 1. Он вообразил поверхность, 
расположенную внутри Земли, параллельную геонду и отстоящую от послед- 
него на расстоянии 5А, где 5-—— сжатие, а А — средний радиус Земли, и на 
эту поверхность сконденсировал путем вертикальных перемещений все земные 
массы, находящиеся вне этой поверхности. Такой путь делает законным 
разложение потенциальной функции по отрицательным степеням раднуса- 
вектора, употребленное Гельмертом для применения теории Стокса к вы- 
воду теоремы Клеро и к различным другим исследованиям силы тяжести. 
В предшествующих главах мы не применяли такого разложения в ряд, 
за исключением иекоторых частных случаев, в которых законность разло- 
жения была более чем очевидна; с этой точки зрения метод конденсации 
для нас не имеет интереса. 

Однако остроумная идея Гельмерта чрезвычайно полезна для устране- 
ння указанного затруднения, происходящего от малых частей массы Землн, 
выдающихся Над срелним уровнем моря. Действительно, мы можем сконденси- 
ровать на этой иижней поверхностн указанные части земной массы и 
употребить метод Гельмерта (мы отсылаем читателя к трактату и ряду ме- 
муаров знаменитого теодезнста) для вычисления тех изменений, которые 
происходят вследствие конденсацни 8 потенциальной функции и в силе 
тяжести. Оказывается, что первым из этих изменений можно пренебречь, 
а второе вообще очень мало, 


+ Не! шегЬ Ре тает ип рБузк. ТНеоцеп ег нбнегеп ОкоЗ.яе, П Ва. 
Тефяо 1884 


Глава девятая 


О РАВНОМЕРНОМ ВРАЩАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ ЖИЛКОСТИ ВООБЩЕ. 
ПРОСТЕЙШИЕ СЛУЧАИ НЕТВЕРДОГО ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ 


54. Возможно.ЛЬ ПРИ НЕКОТОРЫХ УСЛОВИЯХ РАВНОМЕРИОГО ВРАЩАТЕЛЬНОГО 
ДВИЖЕНИЯ СОВЕРШЕННОЙ жидкости. Пусть &, 1, & — координаты для некоторого 
определенного момента (#—&) данного элемента массы №-0т жидкости; 
х, у, 2— координаты того же элемент1 для текущего момента & и те и 
другие координаты относятся к одной системе осей, либо неподвижной, или 
имеющей равномерное поступательное движение. 

Обозиачим, далее, через ( силовую функцию, которая является функцией 
от х, у, 2, илн же, выражая эти последние через время и начальные ко- 
ординаты, — функцией от &, 1, &, (; пусть еще р— давление в момент # 
в точке, занятой элементом А.4т. Гидродинамнческие уравнения Лагранжа 
будут следующими: 

ах 9х, уу , 2 _ 801 
ав & ав & ав 5 5: 9: 
Фх 9х у ду 22% _ М 1р 
ав м ам вы м Ем’ () 
Ах дх ауд 2 М Пр 
ав % ав х ах Ра Ё% 


Допустим, что частичка жидкости подвержена одним лишь силам взаим- 
ного тяготения. Тогда, обозначая через Х постоянную ньыютонианского тяго- 
тения и через \ потенциальную функцию в момент Ё получим И==ХИ. 
Легко убедиться, что в этом случае, за исключением некоторых условий, 
возможно равномерное твердое! вращательное движение около постоянной 
‹си, например оси г. Действительно, положив: 


Хх 508 0 — п 5 оЁ, 


—= = 
У-ЕЁЗИ в - 1 с08 9 > @ 
уравчения {1) дают: 

ой бр 

— А, 

Г» 5: 

‚ИУ ар 
А 6 (3} 

ь 91 Е 

= ЗИ 18. 

Хх ЕЁ\У 


1 Под „твердым“ движеннем жидкостн здесь подразумевается такое движение, 
при котором отдельные частицы жидкости не меняют взаимцых гасстояний, т. е. вся 


масса жидкости движется, как твердое тело. г 
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Следует отметить, что в этом случае, как и всегла, когда гзворится 
о твердом движении, У остается постоянным, при измененин 2, для каждого 
даниого элемеита массы, т. е. ИУ, выраженное в функции начальных коорди- 
нат &, 1, &, ие зависит от Ё Таким образом \ должно рассматриваться 
как заданная функция @, 1, &, когда дана конфигурация жидкости. Возмож- 
ность указанного движения зависит, однако, от возможности определить 
функцню р от Ё, т, 6, & которая удовлетворяла бы (3), была положитель- 
ной во всех точках жидкости и, кроме того (в предположении, чтэ жид- 
кость находится в пустоте или подвержена постоянному давлению), была 
постоянной на свободной поверхности жидкостн. 

а) Однородлая несжимаемоя экидкость. Предположим Ё абсолютно по- 
стоянным. Уравнення (3) требуют такого необходимого и достаточного 
условия: 


ре] +30, м 


где $(/) — произвольная функция времени. Отсюда мы прежде всего заклю- 
чаем, что (так как внещнее давление веюду постоянно и независимо 
от & 1, @) бипом 


У к Е - 1) = сопзь (5) 


для точек свободной поверхности; последняя должна быть также уровенной 
поверхностью в смысле, данном этому выраженню в предшествующих гла- 
вах. Согласно замечанию, сделанному относнтельно И, первый член правой 
части (4) независим от Ё Следовательно, если внешнее давление равно 
нулю или не меняется с течением времени, то ч(/) должно обратиться 
в постоянную. 

Ь) Неоднородная несжимаемая жидкость. Нлотность данного элемента 
остается постоянной относительно времени, но вообще изменяется от одного 
элемента к другому, ити же А зависит лишь от &, 1, 6. Этот случай обни- 
мает также н смесь несжимаемых жидкостей различной природы 1. Взяв 
производные от первого выраження (3) по ц и от второго по &, получим: 
И, 1 Ир 1 ар 
и № м 4 Е 9’ 


ду 1 А 3р 1 р 
9 Юм Ах’ 


0=у 


и вычнтая; 


* Вообще говоря, следовало бы рассмотреть также однородные сжимаемые 
жилкости, для которых А зависит ие от Е, 7, о но от давления р, а также неодно- 
родные сжимаемые жидкости, для которых # зависит как от &, 1, &, так и от р- 
Одиако в настоящем случае твердого движения плотность ланиого элемента массы 
не меняется со временем, а посему Е либо абсолютно постоянио, либо зависит лишь 
только от & ч, & 
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Это уравнение вместе с двумя аналогичными, полученными путем кру- 
говой подстановки Ё, 1, 6, показывает, что две переменные А и р являются 
одна функцией другой. Положим тогла: 


Яр _ 
[р 


Последние члены в правых частях (3) можно тогда напнсазь в виде: 


зР __ ЭР зР 
Е 9’. м’ 


и (3) дает: 
2 
РЕЛУ+-5- (+) +90 @) 


Эта формула подтверждает заключение, выраженное формулой (5), 
огносительно внешней поверхности жидкости. Она говорит вдобавок, что 
ссли жидкость не постоянной плотности (или вследствие разнородности вхо- 
дящих в нее частей, или вследсявие деформации под влиянием давления, 
или вследствие той и другой причииы вместе), поверхности равной плот- 
ности должны быть в то же время и поверхностями равного давления и 
поверхностями уровня. В отношении $(!) остается в силе замечание, 
ранее сделанное. - С 

Это рассуждение предполагает, что плотность меняется непрерывно и 
допускает получение первой производной по координатам. Предположим, 
наоборот, что масса состоит из оздельных однородных слоев конечной 
толщины; и в этом случае поверхности раздела слоев различной плот- 
ности должны быть уровенными поверхностями. Действительно, пусть А 
есть точка поверхности Х, которая разделяет два слоя с плотностями со- 
ответственно А; и А. Давление в точке А в завиенмости от того, будем 
ли мы ес считать принадлежащей к первому или второму из двух слоев, 
будет иметь в силу (4) одво из двух выражений: 


В [ухе] + 
ь уе +8] +% 


ЕД. с: и с, или постоянны, или функции времени. Приравнивая эти два 
выражения, мы видим, что двучлен в прямых скобках имеет для данного 
момента одно и то же значение для всей поверхности Х, что н доказывает 
наше положение. 

55. Возможны ли ДРУГИЕ ВИДЫ ТВЕРДОГО ДВИЖЕНИЯ жидкости? Вообразим 
систему осей (0, &, %, @), неизменно связанную с жидкостью, находящейся 
в твердом движении. Тогда первые члены в уравненнях {1) Лагранжа бу- 
дут не чем иным, как составляющими А А Аг абсолютного ускорения 
частички (Ё, дл, @) относительно подвижных осей, закрепленных в своем 
положении вр момеит &. Таким образом, если обозпачнм через п, у, в 
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составляющие угловой скорости относительно подвижных осей в момент 
то согласно известной формуле механнки будем иметь ?: 


д=е+и+1(я—#)+4(++8), 
де (+) фе (—%), 6) 
И;=& (+9) я (р-не) ве) 


Приравнивая этн компоненты правым частям (1) и беря производные от 
первого выражения по т, а от второго пб &, получим в предположении, 
что Ё постоянно: 


—=0, 1—0. Три 


компонента вращения постоянны: следовательно, вращенне совершается во- 
круг нензменной оси и с постоянной скоростью. 
Если Ё не постоянно, то только что указанным путем получим: 


или же согласно (6 Е Подобиым же образом 
ЧЕ в 


21а 


т т 
2% 24, __о_2и№ 0т бр 
м & & Ям 9 д 


(7) 


и два других выражения через круговую подстановку букв нур и &1ё. 
Количества 


не зависят от &, 1, 8. Обозначив их через 2, @, Ю, получим из (7): 


ЭР Фр др 
> А =0, 
ар [6 к. = те 


: Обозначая через (ал, №, п), (а, вы, 15), (аз, В, 13) направляющие косинусы осей 

6 ъ, С по отношению к осям х, у, 2, имеем для компонентов абсолютиого ускорения 
‚У, 1, 
по отношению к неподвижным осям: 


120. 22а 
а 1 ав бы. 
В арта = ав 


и аналогично для Ар А», откуда 


А 242 
АЕ = Уч с ЕЕ чув 


Ум 
Известная формула Пуассона, с другой стороны, дает: 


Чел ва Я Е 
Е = - 1% ДЕ 2703 —— рб ЧЕ 2 а — 


6) 


где 
22а 22а 
ааа 


и аналогично для Ви 1. Беря отсюда производные и вставляя в (а), получим первую 
формулу (6). Апалогично получаются и остальные. 
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1де Р, ©, Ю постоянны относительно Ё, 1, 8. Эзо уравныепие выражает, 
что если Р, ©, Ю не все три равны нулю, то поверхности равного давлс- 
ния, а следовательно, и свободная поверхность жидкости являются поверх- 
ностями цилиндрическимн. Отбрасывая эту гипотезу, несовместимую с пред- 
положением, что жидкость занимает ограниченное пространство, заключаем, 
что единственное установивигееся движение, возможное для жидкости, под- 
верженной только силе взаимного тяготения и одинаковому давлению на 
поверхности, есзь равномерное вращение. 

56. Обь ВРАЩЕНИЯ ЕСТЬ ГЛАВНАЯ ОСЬ ИНЕРЦИИ И ПРОХОДИТ ЧЕРЕЗ ЦЕНТР МАССЫ 
твлл. Назовем через р давление (постоянное или нуль для данного момента) 
на внешней поверхности 5 жидкости. Сосзавляющая по оси х’равнодейст- 
вующей поверхностного давления будет: 


ах 
Ро | 50$ (1х) 45 = 2 | Я 45, 
$ 5 


‹де через и обозначена внутренняя пормаль поверхности 5. По теореме 
Гаусса последннй интеграл равен нулю. Это справедливо и для компонен- 
тов по двум другим осям координат. 

Рассмотрим еще компонент по оси 2 момента внешнего давления. Он 
будет: * 


а Чу ах 
рн [ есозпу — убозих из [х49 45 в [547 45, 
ы 5 © 


По теореме Гаусса два последние интеграла соотвехственно равны 


хъу и ха, 


т. е. ови также нули. Поэтому равнодействующая, а также момент по- 
верхноетного давления равны нули. 

Поскольку, согласно результазу, полученному в предшествующем пара- 
графе, вращеиие совершается около неизменной оси, причем равнодейст- 
вующая и момент внешней силы равны нулю, отсюда на основании общих 
принципов механики слелует, что ось вращения проходит через центр массы 
и совпадает с главной осью инерции. Это заключение нетрудно вывести 
и неносрелственио из уравнений (3). 

57. ТЕОРЕМА СОХРАНЕНИЯ ЖИВОЙ СНЛы ОТНОСНТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА ПО 
ОТПОШЕНИЮ К РАВНОМЕРНО ВРАЩАЮЩИМСЯ ОСЯМ КООРДИНАТ. СЛУЧАЙ УСТОЙЧН- 
ВОГО ОТНОСИТЕЛЬНОГО РЛВНОВвСиЯ. Обозначим чергз х, у, 2 неподвижные 
оси, а через &, 1, &— подвижные. На основанин теоремы Кориолиса для 
ускорення в относительном двнжении, можно сформулировать зеорему со- 
хранения живой силы следующим образом: приращение живой силы Т’ тела 
в относительном движении по отношению к осям &, ц, & в данный проме- 
жугок времени равно работе действующей силы в относительном движенин 
за тот же промежуток времени, уменыленной на соответствующую работу 
силы, вызывающей ускорение увлечения. (Заметим, что работа центробеж- 
ного ускорения в относительном движении равна нулю.) 


м ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 


В случае, когда движение осей В, т, 6 есть равномерное вращение 
около оси <, элементарная работа силы увлечения равна: 


а [ вабоввин «(5 


гле /— момент ннерции тела относительно оси 2: 

Допустим, что существует такая Функция @® одних лишь относи- 
тельных координат &, т, Е, приращение которой в некоторый интервал 
времени выражает работу лейсзвующей силы в относительном движении 
тела по отношению к подвижным осям координат. 

Тогда получим: 


02 


Т'— 9 — = Г сопзь, (8) 


2 


Таким же рассуждением, которое служит для цоказательства теоремы 
Дирихле об устойчивости абсолючного равновесня, выведем из (8), что 
равновесие тела относительно рассматриваемых подвижных осей будет 
устойчивым для всех чех перемещений, которые соответствуют максимуму 


функции 
02 
‚ 
Е 


Функция 9’ существует в случае, если единственной движущей силой 
является взаимное призяжение частичек и жидкость рассматривается как 
несжимаемая, когда плотность частички независима от времени. Действи- 
тельно, взаимиые расстояния, от которых только и зависит притяжение 
в этом случае, выразятся посредством одних координат (все равио н в по- 
движных и в иеподвижных осях). Обозначим через У потенциальную функ- 
цию тела в момент Ё, выраженную через относительные координаты. 

Элементарная работа, выраженная через приращения координат, 
будет" 


Ио и 
#9" у [| - ны} а _ © 

Функцию 9’ можно тогда выразить как 
© =1;| Ува: (10) 


Действительно, положим 


ИЕ - "ЕЕ 


Обозначая через &, НИ & координаты произвольного элемента А’ 
массы, можем написать: 
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Вст. вляя в {10), получим: 


1 Аа" 
р 
“-$/|| е- 
:* 


уу [ [№ И А 


откуда 


+ - й |. | ии ФЕ ба а-аг. 


В последнем интеграле можно переставить буквы &, 1, 6, Ё, @ на со- 
ответствующие со значками. Получим на основанин этого: 


Е | | ыы 


где правая часть совпадает, очевидно, с правой частью (9). 
Таким образом относительное равновесие будет устойчивым для тех 
перемещений, которые обращают в максимум функцию 


И | УЕ о 


есть функция начальных координат &, т, 6, но не времени. Также и плот- 
ность Ё пусть будет вообще функцией от Ё %, 6 и независима от времени. 
Соотношения между начальными координатами и временем для данного 
элемента массы даюзся теми же уравнениями (2) $ 54. В данном случае, 
по отношению к рассматриваемому движенню, нужно принять во внимание 
уравнение для сохранения массы, которое будет (так как плотность Ё 
независима от времени); 
9х ах ах 


м’ 
ду су ду 
= |1 ы 1 
м х 6) 
ыыы 
д’ м’ их 
Взяв производные от {2), получим: 
А Бо т: тн О 
х -%’ % Е | 
9х . до ду до = 
х = ЭЗвеЕ—# ы с05®Ё 4 (х —, = =0, 12 
г И а. | ) 
9х до ду до 92 
Ио О 5. 
ео т Ра - х } 
Из (11) заключаем, что 
о а . (13) 
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Обозначим через г расстояние точки &, 1, & от оси 2, через < — угол, 
образуемый плоскостью, проведенной через ось 2 и данную точку, с пло- 
скостью 2х, т. е. положим 
Е — 7608 в П=Р$ И, 


и введем коорлипаты г, ®, & (цилннарические координаты) вместо декар- 
товых для определения начального положения некоторой частички. Получим, 


еслн Ф есть произвольная функция от Ё, 1, & 
Е, п 


моим’ аа 
ммм 
бо ном. 
Итак, (13) можно написать в виде: 
т [ 


ди 


т. е. узловая скорость должна быть одинаковой для всех часпищек, 
расположенных на окружности, имеющей осью ось =. Из (2) имеем: 
@х у 422 
== — 9х; — — у = 
ав 28 У ан=0 
так что уравнения Лагранжа ($ 54), принимая во внимание (12), прини- 
мают вид: 


Ем" 
в точности как и для твердого движения. Пос"е очевидных действий, при- 
нимая во внимание (14), отсюда получим: 


Е — ду 1 р } 
к Ем | 
У 14 р 
И, 
ь Ты Е № (16) 
ИЕ 
Рае ) 


Взяв производную от первого уравнения по « [принимая во внима 
ние (15]] и от второго по г и вычитая, затем от второго по $ и ог 


третьего по ® и тоже вычитая, получим: 
1 
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Это требует, чтобы было 
др. др др _ 4 Е м 


ОН Е. А 
№ М м @ 
еслн только не выполняются два соотношения” 
др __ 92 18 
о, в=0. (в) 


Рассмотрим отдельно эти два случая. 


В случае (А) р должно быть функцией от Ё, и, положив р= [4% $ 


из (16) заключим, что разность 
Р-уи 


является функцией одного лишь г. Такова должил быть и 6? на основании 
первой формулы (16). Отсюда заключаем, что 


РУ аи, 


где постоянная интеграции с, вообще, может содержать пронзвольную функ- 
цию времени. Для равновесия, при едниственной гипотезе, что планета 
погружена в атмосферу нулевого или равномерного давления, необходимо, 
чтобы 


ы ЛУЧЕ (неа 


было постоянным на поверхиоссти жидкостн. Нужно заметить, что в этом 
случае У, воэбще, зависит не только от начальных координат, но и от вре- 
мени, н поэтому поверхности равного давления и, в частности, внешпяя 
новерхность, вообще, будут деформировазься со временем. 

Обратимся к случаю (В). Так как плотность не зависит от 2, то рас- 
пределение массы симметрично вокруг оси 2; значит, поверхиости равной 
пяотности и внешняя поверхность будут поверхностями вращения окэло 
оси =. Следовательно, и потенцнальная функция У независима от 4 (и 
асизменна со временем). 

Второе выражение (16) полтверждастся непосрелствеино. Исключая А из 
первого и третьего уравнения (#61, получим: 


, деаи аи 
о = , 
(Ех ы 


а интегрируя по & по частям: 


Я ЗУ ди 
= [ о ик Фо, (17) 


их их 

сле Ф — произвольная функция одного лишь г. Если предположим задан- 
ной плотность А, а следовательно, и потенциальную функцию У, в виде 
функций от ги &, то во второй чтсти (17) остаиется лишь неизвестной 
функция %Ф, кэторую постараемся определить из условия, что давление 
остается постоянным нз внешней поверхности. Пусть 


Е 9=0 (18) 


= г. 


7 Пицерти п. 
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есть уравнение меридианной кривой зтой поверхности. Условие того, 
чтобы р быпо постоянно на этой поверхности, выражается уравнением: 


драе дрдЕ _ 


Хх им 


или же на основании первой и третьей формулы (15): 


зу \ 32 вуз 
р — = 19 

. }х Тжы (9) 
зто должно удовлетворяться теми значениями г ин &, которые удовлетво- 
ряют и (18). Если ввести в (19) выражение (17) для @?, мы получим урзв- 
ненне вида: 


962$ =0, 


а нсключая отсюда и из (18) &, получнм; воэбще, Ф\(г) как функаню от г 
и, таким образом, определим угловую скорость каждой частицы. Решение 
не имеет интереса в случае, если потенциальная функция ИУ постоянна на 
поверхности планеты, хак как тогда (19) дает в ==0. 

Другие случаи нетверлого движения рассмотрим в главе ХЬ 


. 


Глава десятая 
ОДНОРОДНАЯ ЖИДКАЯ ПЛАНЕТА ЭЛЛИПСОИДАЛЬНОЙ ФОРМЫ. 
ЭЛЛИПСОИДЫ МАКЛОРЕНА И ЯКОБИ. СЛУНАЙ ФИГУРЫ, МАЛО 
ОТЛИЧАЮЩЕЙСЯ ОТ СФЕРЫ 


59. Эллипсоид вРАЩЕНИЯ. Пусть внешняя поверхность жидкой одно- 
родиой планеты будет эллипсоидом вращения (а, а, $). Положив 


Е 


1 ь # \ 2. 
Ая (вис ЕВ). В=н агс 2 д), (1) 


потенциальная функцня тела постоянной плотности Е на точку 6, ц, & по- 
герхности будет 1: 


у, вавбЬ | атс ЕЁ — А+ — 88]. @) 
Для относнтельного равновесия на поверхности должно быты 
52 з 
У = (2-12) == сопзь 


Принимая во внимание (2) н вспоминая, что на поверхности 
ет 
в=в (1-2 ) 


а? 


указанное условие дает: 
м о 


та | А — В)=5 


д? 
или также на основании (1) и принимая во внимание, что „„==1 а, 


Г 
получим: г 
Е 8+ № ан — 34 = р 
откуда, наконец, 
«2 за 3 
Е я от Ее (3) 


[Эхот результат можио вывести и из формул $ 20, замечая, что най- 
денное там выражение для У лолжно в настоящем случае привестись к ио- 
тенциальной функции однородного эллинсоида врещения, для чего постояи- 
ная О, которая фигурирует в тех формулах, должна быть равной па?ёК. 
В последнем случае формул (4) $ 20 приводится к нашей формуле (3).1 

Если дана форма эллипсоида, а следовательно, величина г то (3) опре- 
деляет отношение квадрата угловой скорости н плотности. Предположим, 


1 См. Приложения, $ 13. 
Я" 
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наоборот, известными ® н А и спросим себя, нельзя ли определить # при 
условин, чтобы существовало относительное равновесие. 
Называя через Ф (р, правую часть (3), получим, беря производную: 


го= йо, 


Е 
где 
97 -- 78 
(ЕЯ 

образовав еще производную, найдем: 
‚88 3—в) 
"ИЕ" 

Разложением в ряд получим для малых значений & 


8(= — ас ё; 


р 4 
$=вА- обо й 
откуда вндно, что Ф(Д, (А, 0(0, 6' (2) обращаются в нуль при #==0. 
Выражение для @'(Л, далее, показывает, что ((7 возрастает от #==0 ло 
1—=ИЗ, а затем убывает до #== со, когда оно становится равным — -®. 
Следовательно, оно обращается один раз в нуль внутри интервала 0, со. 
Значение &, для которого @ равно нулю, есть & =2,5298. 

Отсюда следует, что н %'(Й} обращается в нуль, и притом лишь один 
раз, для того же самого значения #, так что Ф(й) имеет один и только 
один максимум. Этот максимум равен: 

$(20) = 0.22467 ... 
При =со, Ф(й = 0. Если ® и А таковы, что 


то никакое положнтельное значение { не удовлетворяет (6). Наоборот, если 
02 
2уЕ 
то будут два значения Е (одно меньше, а другое больше &), которые 
удовлетворяют (3). В первом случае не существует никакой конфнгурации 
в форме эллипсоида вращения, которая бы была совместнма с данными 
значениямн ® и А; во вторэм случае их существует две, из которых одна 
(соответствующая значению #>> &)) чрезвычайно сжата. Предположим, напри- 
мер, что ь 
[25 
0.01553 
2578 „0153; 
Значения 2, которые уловлетворяют (3), будут почти #=0,25 и #=100; 
первое решенне дает отношщенне между ‚осями а: ==1,08:1, вторэе 
а: 6 = 100:1. 
Прн малых значениях левой части (8) для отыскания меньшего корня 
этого уравнения полезно правую часть его разложить в ряд. Имеем: 
3 82 4. 
5-Е и Обь, 
257 №15" 235 21 


< 0,22467..., 
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и, обрзэшая ряд: 


№ ба АВ 59 
Ге ви а °) +5 г ®) +. © 


где х обознача: ношение 5 
де ет о 5 Е. 
Если здесь Пере четвертыми и более высокимн степенями 2, то 


а—В 
сатне 5—-—„— равно — н с этнм приближением (4) дает: 


15 ®? г 
Ел (5) 
Масса планеты М выражается через ` 
$ 
да 
3 8 ИВ 
Определяя отсюда А и подставляя в (5), с тем же приближением найдем: 
5 ©2а3 
ее 


Таким образом для случая однородного эллипсонда вращения, мало 


Е. Э 
отличающегося от сферы, сжатие почти равно и отношения центробежной 


силы к экваториальной тяжести. Это соотношенне было указано Ньютоном. 

60. Эллнпсоиды ЯкоБи. Посмотрим, может ли и при каких условиях внеш- 
няя поверхность жидкой одиородной планеты плотности Е быть трехосным 
эллипсондом (а, 6, с). Положим как и раньше 


Ю:== (а? + $) (5-5) (2-5) 


со ы со 
ь 5 
Ко= явабс ри —, якабс =, 
Ч УВ: | (а? -- $) УЮ, 
а. ы с а. 
Во и ыы Со — «паВе | ы 


уе ул," Пеэ ую 


Потенциальная функция однородного эллинсоида плотности й имеет на 
поверхности и внутри выражение 1: 
У, =К-— Аб? — В — Си. 
Домжно быть: 


И н> я (2-12) = С0П$Ь, 


для всех значений &, ц, ©, которые удовлетворяют уравневию эллинсонда: 
я га Е 
ии. © 
й 7 РАЯ р ++ == 1 


Для этого необходнмо, чтобы было: 
5? 

@?(ЕА —%) = (1% — 

(1 © т (1 к р 
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(6) 
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Положив 


9 0 
А буи В— у 
откуда 
т №—В,=и— 9 С. 8) 


$ 
Нолагая в ннтегралах, выражающих Ас, Ву, Со, переменную Ха, 


можем написать их так; 


со ео со 
а Г ах 6 

лем | изд Бы | д. м ерив. 
о о 


где 


А= У» ати а +5. 


Уравнения (8) принимают тогда вид: 
р р 


со ыы со 
4х ах 
{8 [а их а тва-е-о[ А’ 


со 
х ах 


#0) г. ПЕ ЕВА Эр: 


) 
| 
} © 
| 
} 


Оба эти уравнения удовлетворяются прн и==Ё, в каковом случае мы 
имеем эллипсоид вращения. Отбрасывая это решение, уже изученное в пре- 
дыдущем параграфе, мы можем (9) сократить на &— и написать эти 
уравнения так: 


со 
15 1 ах 
[в изв) г | о" 9 


со 
х ах 2 ы 
и, И 
(ад РБА 2 (1 
о 
Уравнение (10) устанавливает соотношение между и и Е. а следовательно, 
и между эксцеитриситетамн главных сечений. Уравнение (11} связывает этн 
эксцентрнситеты с ® и А. Уравнение (10) показывает, что должно быть 
и + > 1, в противиом случае мы получили бы для всякого положитель- 
ого значения х; 
“аа >а-х, 


и все элементы интеграла (10) стали бы отрнцательными. Ноэтому должно 
быть: 
#<1, Е<1 ИЕ (12) 
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или же с должно быть наименьшей из трех осей. Еслн положить 
р 


азы (1 1) -1) = 


Таким образом прэизведение 42 #2 должио быть болыше единицы, что 
говорит о том, что по крайней мерз одно из двух сечений (ас) и (8%) 
должио быть сильно сплюснутым. Поэтому все эллипсоиды, эксцентриситет 
которых удовлетворяет уравнению (10} (эллипсоиды Якоби), сильно отли- 
чаются от сферы. 

Положим 


то будет: 


со со 
в 1 1 ] ах х— их и 
Кг | [ иже 1 =] Г ( дв 4 
о 


Беря частную производную но и, найдем: 


= > {ха та Е оао аш) т (13) 
и 


С лругой стороны, мы имеем: 


э(->х х1-Н«х) Я 
Я | а 58 (А-З -- их -- & — За — Зш 9). 
Интегрируя это от О до со, получнм: 
со 
(хи+э (а Зх + их 1х — ив? — Зв) ак (14) 


о 


Помножим (13) иа —4 и вычтем (14), тогда: 


== ЕО Зи РЕ 241 (8 -—# — и) ие — 20ак > 
уз 
® 


3. 
Эта формула, прииимая во внимание (12), показывает, что < о, но- 
Е 


Е 
добным же образом 275% другими словами, Ё уменьшается как при 


возрастании и, так и при возрастании & 
Уравиение (10) имеет вид Р(и,{)==0 и удовлетворяется следующими 
двумя парами значений ии Е 


и=0, ИЕ, 
ИИ #0 


Дадим Е значение 4, заключениое между иулем и единицей. Тогда для 
и—0, Е—4 будет Р(и, ) > 0; для и=1, #—54 будет Р(и,д<0, и, 
поскольку Р умеиьшается при возрастании и, в соответствии со значе- 
нием {, равным &, будет одно единствениое значение и, равное и, (также 
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заключеиное между нулем и единицей), при котором обращается в нуль Е. 
При возрастании & Ё стремится убывать, поэтому для того, чтобы дер- 
жать его ма нуле, нужно будет еще уменьшать и;. 

Отсюда заключаем, что существует бесконечное множество значений и 
и Ё, находящихся в интервале (0, 1), которые удовлетворяют уравнению (10). 
В то время как и возрастает от нуля до единицы, соответствующее значе- 
ние & убывает от единицы до иуля. Существует общее значение т для п 
н Ь при котором Е(т,т)=0- 

Это общее значенне т=— 0,3396... 1. 

Следовательно, существует простая бесконечность трехосиых элли- 
исоидов (и среди иих один — вращения), которые могут быть поверхностью 
жидкой однородной вращающейся планеты. 

67. Продолжение: эллипсоиды Якоби. Соотношени- между ЭКСЦЕНТРИСИТЕ- 
ТОМ, УГЛОВОЙ СКОРОСТЬЮ и плотностью. Пусть задана определенная величина 
отношения ©: 21/е. Уравнение (11) устанавливает зависимость межлу и 
ни этим отношением. Исследуем, существует ли для данного значения 
этого отвошения эллиисоид Якоби, удовлетворяющий (11). Следующий ме- 
тод принадлежит Радо (Кадан). 

Обозиачим через Ё и Ф левые части (10} и (11}, н положим 


иЕ=р, АЕИВ 


Булем иметь: 


Е = р ах, 

: \ реа ИЕ 
Фи ах. 

И Чренав и -но" 


о 
Беря от Р производную по р, получим: 


со 
а 
др 4 
Вычтем отсюда тождество (14), куда введем рие 
АР З РУ (Ех) 
9 (х х 
= 1 х?, ах. 
т Е | т (1 —Р--9 


Так как р< 1, интеграл положителен, и отсюда: 


ы О 0. 


Эр 


1 Отыскание этого численного значения деластся так. Для и = интеграл, 
выражающий Р (и, #), может быть выражен в конечном виде, а именно: 


И Ро 


Нетрудио пробами найти значенке т, обращающее это выражение в нуль. 
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Получим, далее: 


Е Е 
2 
с = 5В (2-5 3х -—-рх— дах, 
о 

га т а 

- Нах <о, 

ы Фаник-- 0" ГЕЯ 

ео 
р к. : | 2х - 2рх — дж т 
о Е 
Е За ри)" ИГЕХ в 


Умножая числитель и знаменатель на (1-- х)?, можем это наинсать так? 


со 
ж=з | о 4-2 2рх | 2рл? — дл? — дд ах, 
© 


или, принимая во внимание тожзество (14): 


Е м = Я ть + ЗР-- 4рх + сах > 0. 


Наконец, положнм: 
$5—=9==14 Г р — 40 = (и — 87, 


откуда 
А: НЕС 


н примем ги $ за нензвсстные. 
Получим 


ам Ри 
8" м и ор 2рдр ь 
. гой 
М, №2 о 
55 0905 045 м радар 2р 3 
о 
2 Мю 2 
д Ор № % 9 рр 
Вставчяя найденные выражения для 
ю 
т 
“можем последнее выражение паписать так: 
Ф_ 3 а 1-х В. 
ры Хх. [х* 
= — (12—44 _ 1. ах. 
ее“ "| 8 Е 
Г 


И 


Здесь й 
р? 49=(и - > 0, 
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откуда 
ы 8 >0 
85 - 
Наши уравиения (10) и (11) могут быть ваписаиы так: 
Р=0, (10) 
0? 
ФЕ из 


Принимая за неизвестные х и 5, заметим, что согласно рассужлению, 
<леланному в прошлом параграфе, (10) удовлетворяется значениями 
ПЕ И Ш ПХ = 


или, что то же самое, значениями 
О — 0. 


ри возрастании г от нуля до единицы А уменьшается; для того чтобы 
держать Е на нуле, необходимо уменьшать 5; поэтому будет одно и только 
одно значение 5, заключенное между 1? и 0, которое соответствует задан- 
чому значению г между нулем и единицей. 

Что касается Ф, то оно равно иулю при 5==0, г==11. Пусть $ возрастает 
от нуля до 12. Для того чтобы удовлетворялось (10), г должио умень- 


чпаться, и тогда, будучи 
ЭФ ЗФ 
—<0, —>0, 
Ра — 85 > 


«Ф будет непрерывно возрастать и достигнет максимума при 5==1? или при 
Ре 
Этот максимум таков: 
Фак == 0,18709... 

Поэтому, если @?:2п/& заключается между О и 0,18709..., будет суще- 
ствовать одна и только одна система значений $ и г, уловлетворяющая (10) 
и (11). Соответствующие значения & и { будут корнями уравиения второй 
<тепени: 

ж—х ИГ 48 +5 =0. 


1 Положить г==1, $==0 равносильно #==0, #==1, когла Ф(и, д) стаиовится 
асопрелелениой. Для раскрытия неопределенности начнем с того, что положим Ё=1. 
Получнм: - 


со 
Ф(ы, о 
: (Е их) Их) 


Интегрироваиие легко выполняется при помощи подстаповки 


То-да имеем; 


Ф (и, О-о + ве [= ани! = Юва] й 


и—&* 


и это выражение стремится к нулю, обращаясь в нуль вместе с и. 
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Если 
«2:25 /Е —0,18709..., 


то мы будем иметь эллипсоид вращения. Если означенное отиошение будет 
больше 0,18709..., трехосный эллипсоид ие может быть фигурой рав о- 
весия вращающейся жидкости. 

62. Случай, КОГДА ВМЕСТО УГЛОВОЙ СКОРОСТИ ДАНО КОЛИЧЕСТВО ВРАЩЕНИЯ. 
Твердое вращательное движенне жидкой планеты можно с большой долей 
вероятия рассматривать как переход к постояниэму режиму предшествую- 
щей стадии нетвердого движения. Если при этом предположении пренебречь 
эффектом виутрениего треиия, то должно оставаться постоянным во всех 
пройдениых фазах количество вращения, или момент вращения, $. Посмо- 
трнм, каковы будут заключения отиосительно возможиой формы эллипсои- 
дальиой поверхности равновесия в случае, если заранее задана не угловая 
скорость, а момент 9%. у 

а) Случай эллипсоида вращения. Момент инерцин эллиюсоида (а, а, 6) 
отиосительно оси 2 равен: 

22 


2 
= => о й 
ЕМУ МНа Я, 


кде /М — его масса. Имеем для 
И м=4 ая ао). 
Исключая 6 из выражений для У, М, определяем 6? и, деля сго 
на 2п/, получим после простых приведений: 


з 


25 З\2 /4=Ё з в. 


ЛЕВ МАМ) И > 
Сравиивая это с (3), иайдем: 
| 
Е 25 9% (45 \* из [ЗВ 9 >. 
6 М (ЗМ, =(+2)* | = агс 12 >]: (15) 
Производная по # от правой части может быть написана так: 
1 ат г о2-- 3 (8-32 Л 
зи + ®) ее аксв?) | 6 (16) 
Выражение 
ее 
р — атс Е 


обращается в нуль при #==0, а его производная 
_ 28 в 
(28 + 3-8) 

всегда положительна. Поэтому и указанное выражение положительно. Отсюла 
и (16) всегда положительно, а правая часть (15), обращающаяся в нуль 
при {—=0, беспредельио возрастает при увеличеиии 2. Для бескоиечно боль- 
ших значений & правая часть обращается в бесконечиость. Следовательно, 
каковы бы ни были заданные значения ЭХ, М и А, всегда существует один 
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и только одии эллипсонд вращения, который может быть фигурой относн- 
тельного равновесия жидкосги. 

Ь) Случай трехосного эллипсоида (а, 6, 6). 

В этом случае 


ав . 1 о Г ЕЕЕ 4 
5 Ма) 55? ( [. о М=3 


Исключая отсюда с и определяя в?, получим: 


__ 2558 Е } (и) 


“о (3) шт 


Разделим это на 21} и положим: 


(7 


Уравнение (11} принимает вид: 
со 


н— + в: | 


(29 (и) С 


хах 
Им а-ы А’ 


(18) 


в то время как (10) остастся без изменения. 
Методом, аналогичным примеиениому в $ 61, прииимая за неизвестные 
величины г==(ы — #)?, $==ь#, докажем, что 


ан эн 
—>0, —< 0, ы 
А < 


так что Ё/, которое бесконечно велико при г==1, 5—0 (т. е. и при #=1, 
1—0), умень’пается при убывании г н возрастании $ вплоть до г==0, 
$—=42 (илн до и =2==т). 

Нанменьшее значение Н имеем, следовательно, при г=0, $12; оно 
равно Аи, —=0,3648... Поэтому, если величина, определяемая формулой (18), 
меныле этого численного значения, никакой трехосный эллипсоид не может 
быть фигурэй относительиого равновесия. Наоборот, если Н_> 0,3643, то. 
существуег один и только один эллнпсоид Якоби, обладающий этим 
свойством. 

Заключение. Если дана угловая скорость в, то в случае 

и? 
р И чеь 
Эпчипсонд не может быть фигурой равновесия. В случае 


о 


= 0,22467 > 2-Е > 0.18703 
существуют дв эллипсоида вращения н нн одного трехосного. В случае 
©? 
р < 0,18705 


существуют два эллиисозла вращення и однн трехосный. 
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Если дан момент вращения и количество Н, определяемое (17), меиьие 
9,3643..., существует единствеиный эллипсоид вращения, могущий быть 
фигурой относительного равновесия. Если Ё/ > 0,3648..., существует один 
эллипсоид вращения и один трехосный эллипсоид. 

68. ВРАЩАЮЩАЯСЯ ОДНОРОДНАЯ ЖИДКОСТЬ, ВНЕШИЯЯ ПОВЕРХНОСТЬ КОТОРОЙ 
МАЛО ОТЛИЧАЕТСЯ ОТ СФЕРЫ, А УГЛОВАЯ СКОРОСТЬ” ВРАЩЕНИЯ МАЛА. Лежанлр 
доказан, что при условии, чтобы внешняя поверхность жидкой однородиой 
вращающейся планеты мало отличалась от сферы и угловая скорость 
вращения была мала, поверхность должна быть сжатым эллипсоидом враще- 
вия. Обозначая через 

в=а( 9, (19) 


где Ё — конечная функция углов @ и, а а — малая постояниая, уравнение 
внешней поверхности в полярных координатах (Ю, 0, 0), указанные условия 
истолковываем в том смысле, что можно пренебрегать величинами порядка &?, 
®?а и более высокими их стенеиями. Примем, что начало координат иахо- 
дится в центре массы. 

Положив . 


Зе 
и обозначив через 5', (', и’ координаты некоторого элемента массы, через 
Я = шт @ 40' 45 


— угловой элемент простр^иства, должно быть для каждой точки поверхности 
(пранимая для простоты илотнэсть равной единице): 
| 
а 
В ар 4У' -- ОЮзи0 С (С-=сопз, (20) 
4-0 


где мы ирииимаем, что ось вращения совпадает © осью полярных коорди- 
нат. Здесь через А’ обозиачеио значение, которое прииимаегт А, если вме- 
сто @ и о положить @', о’. Накоиец, г есть расстояние точки Р(Ю,0, 0) по- 
верхности от текущего элемента массы с кобрчинатами 9’, (', и'. Пусть у — 
угол между направлениями (6, 0) и (6', и’), тогда 


г= ИЕ? — 2Вр'с051. (21) 
Интеграл в (20) может быть написан так: 
а Ю 
[ ар а [ 44 АВ, 
20 жа 


1де А выражает потенциальную функцию однородного сферического тела 
плотности $ и рэдиуса а иа тэчку Р, находящуюся на расстоянии Ю от 
центра. И так как подходящим выборэм а мы можем точку Р сдезать 
вне иней (т. е. принять Ю > а), то будет: ь 


АА 
аа. 
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Что касается В, то оно выражает потенциальную функцию на точку 2 
слоя плотностн $ и переменной толщины аа, заключенного между сферой 
раднуса а и повзрхностью планеты. Положив 


Р—=а 1 -а:), = а (1-ой), (22) 
получим: Е 
в г 
[ааа а. (23) 
р: Г 


Вводя в (20) выражения (19) и (22) для Ю и в’, увиднм, что 


г=—2а зт о -Е члены порядка а, 


откуда с нашей степенью приближения 


’ 
В= = Ё ау. 
2 яп 
4= 2 
Это равиосильно упрощению в вычислении потенциальной функции упо- 
мянутого слоя, предполагая весь слой сконденсированным на сфере раднуса а 
путем радиального перемещения элементов слоя н пренебрегая расстоянием 
притягнвающей точки от этой сферы. А 
С другой стороны, найденное выражение для А может быть с нашим 
приближением напнсано так: 


А=4 ==) 


Поэтому (20), делениое на а?, напишем в виде: 


4 Г.В , : [2 
== (1 — о -ра Я -- 9 90 ——. {24) 
З т 9? 
25-5 
= 2 
Положим 
1—2 --1 (36050 —1), (25) 


где = новая иензвесгная функция от 8, 0. Заметим, что 360520 —1— 
сферическая фуикция второго порядка и что (глава \1) мы имеем: 


1 о) 
ь УР» (26) 
ы. 2 $. о 
; = и и м—= 
Р.И, а $ ЭТИ" При ти, 7) 


4" о о, 
откуда ь 


1 (Веоее — 1 2—4 (36050 — 1), 
) 5 


ПЕ 
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Теперь выражение (25), подставленное в (24), дает: 
Ак 4 и В олай (36050 -- 1 а Е) | 8 12 0 С 
23-1 $ 
2 
Выберем й так, чтобы было 
8 
о ай —0. 
= Е; мА о 
Тогда предылущее выражение принимает вид: 
4 4 р ОЕ С 
чае | 748 — ый — 10. (28) 


ЗИ к 
Е 2 
4 
Эча формула предполагает, что функцию 2 можно проинтегрировать 
по поверхности сферы. Поэтому эту функцию можно разложить в ряд 
по сферическим функциям. Положим 


[+3 [#) [< 
=) У, 6,9, # = У, (©. 7=У, у. 
[2 и 0 


Припоминая (26) и (27), найдем: 
[= 
Ро ий 4х 
| И 


п-® 
2.29 5 


Поэтому (18} прннимает вид: 
Ре 16 д с_8 г 
Е: Е м 93” 21 1 
о 
Это соотномение требует, чтобы все У, были нулямм за исключением И, 


и У;, так что выражение дла К приводится к 
Р—а(1-- ад = а -- а -| ЗУ, -- чп (3 с082 0 — 1)]. 


Но, так как начало координат взято в центре тяжести, то должно быть 
0 ($ 41), откуда, наконец, обозначая через а’ постоянную, А приво- 


У 
= 
димы к виду: 
Ю—а' (1 -- Зой соз? 0). 
Уравнение в полярных координатах эллипсоила вращения, в котором 
боль‘цая полуось а’, а сжатие $, может быть с точностью до 52 иаписано 
Ю—а' (1 — $60520). 


зак: 
с нашей степеныо приближения поверхность планеты 


Следовательно, 
совпадает с эллипсондом вращения, в котором сжатне равно 
15 о 2 


$5= — За —=— 

8 

64 Порядок величнны членов, отБРОШЕННЫХ В ПРЕДЫДУЩЕМ ВЫЧИСЛЕИНИ. 
Представляет интерес чсслелование верхнего предела тех величин, которыми 
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мы пренебрегли в предыдущем параграфе при вычислении потенциальной 
Ффуикции в то время, когда было сконденсировано на сфере радиуса 
зещество, заключенное между этой сферой и внешней поверхностью планеты. 
Мы это сделаем без труда следующим образом. 

Предположим функцию &# положительной, 
или поверхность планеты лежащей целиком вне 
сферы Х радиуса а. Обозначим через Г нан- 
большую величину # и через Я==ааТ — наи- 
большую высоту поверхности иад этой сферой, 
Рассмотрим еще сферу Х, радиуса а -|- М. Скон. 
денсироваиное вещество находится полностью в 
сферическом слое, заключениом между обенми 
сферами Х и У,. Проведем через притягнваемую 
точку Р (черт. 6) касательную РА к сфере Хи 
рассмотрим конус, полученный при вращении СА 

Черт. 6. вокруг СР. Обозначим через ть объем части сфе- 

* рического слоя, заключенной внутри нашего 

конуса, а через т; — остальную часть объема сферического слоя. Рас- 

смотрим произвольный радиус МС, выходящий из цеитра С и образую- 

щий с СР угол, равный 7; обозначим через и" расстояние Рот точки М, 
в которэй указанный радиус встречает сферу ». Получим: 


#2 — 2? -|- Юз — 2ар соз Е 


В частности, для радиуса СА угол И имеет значение Тс, определяемое 
хдним из следующих соотношений: 


а? Ув — а 


$1 10 = 
т = 
Обозиачим еще через 7” длину перпеидикуляра, опущеиного из Ю на 
радиус СМ, причем "—Аз11. Если г расстояние от Р текущей точки 
радиуса СМ, то внутри объема т, будет ”’=4г, и как внутри т,, так и 
внутри ч„: 
а 


Изменение, которое прэисходнт в потенциальной функции планеты 
ча точку Р вследствие рассматриваемой конденсации, выражается так: 


Е р 
Реки 


ы 


де во всех интегралах все элемеиты положительны. 
Положив поэтому 


и | 2) + [* (2-1) ах, 5= [*(2-2) а. 


<» 
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У! — У по абсолютной величине будет ие болыше, чем бблыная из двух 
величин 9, 3. Для нахожления верхнего предела этих величин заметим. 
что при положительных элементах наших интегралов их величина увеличится, 
если предположить жидкость заполняющей весь объем слоя между ит 
При таком предположении плотность Ё (которую приходится считать равной 
нулю для всех элементов объемов т, И 1», не занятых в действительности 
жилкостью) может считаться постояиной и быть вынесениой за знак инте- 
грала. Благодаря этому вычисление указаиных иитегралов приводится к про- 
<тым квадратурам, лля которых мы ограничимся привелением результатов. 
Обозиачая через й=А—@а высоту притягиваемой точки иад сферой У 
и полагая 


2 НН, в? 
. Е. й 3 — 23] — 2 2 1 
С= зак НЯ — 0] 52а а: 


Ир? 2 
о ВЕ 


атс 1 = у 


чолучим для верхних пределов величин $ и 33: 


пы (не) (14) 


ь=в(=—4)- 


Приближеиные величины этих пределов таковы: 


о 


дана 8 — НВ = «ван (28? , 
3 


Дь== НВ — - зваН (21)? . 


65. ОБ ИССЛЕДОВАНИЯХ ОТНОСИТЕЛЬНО УСТОЙЧИВОСТИ ЭЛЛИПСОНДАЛЬНЫХ ФИГУР. 
Вопрос об устойчивости тверлого врашательного движения жидкостн иссле- 
довался на основе принципа Дирихле разными авторами © различными ре- 
зультатами. Новейшие исследования Ляпунова привели к следующим главным 
результатам: 

а) Эллипсоиды вращения являются устойчивыми фигурами отиосительного 
равновесия, пока их эксцентриситет меньше или равен эксцентриситету 
0,8126) эллипсоида вращения Якоби. 

5) При начальных условиях, для которых фигура остается телом враще- 
ния. эллипсоилы вращения устойчивы, пока их эксцентриситет ие превы- 
шает величины 0.98122. 

с} При начальных условиях, для которых фигура остается эллипсоилаль- 
ной, все трехосные эллнисоиды Якоби являются устойчивыми фнгурами 
равновесия. 

9) Эллипсоиды Якоби, соответствующие угловой скорости, большей 
предела и 21уеу 0,14, устойчивы. 

66 О хункциях Лдме. Для изучения фигуры относительного равновесия 
жилкой планеты, мало отличающейся от эллипсоила, полезны функции Ламе, 
которые, хотя и значительно сложнее, но решают ту же задачу, как 


8 Пицетти П. 
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и сферические функции при изучении фигур равновесия, мало отличаю- 
щихся от сферы. Дадим некоторое понятие об этих функциях. 
Рассмотрим выражение: 


ю зу Е 
аа > 0), 2 
ЕЕ 1>4>0 29) 


дающее для всех положительных значений р семейство софокусных элли- 
псоидов. Уравненне (29), рассматриваемое как уравнение относительно 2, 
имест кроме положительного корня, который обозначим через 2, еще два 
отрицательных кория, которые обозначим через — их. 

Выразив х, у, 2 через р. Н, у, получим: 


= ИРЕТИГ—® ИГ р ИЕ ИУ „_ Ив 
и Иа) ь и 


Положим еше 


. (30) 


х—= ИР-Е 15 9 созь, 
ду ИР-Е аз 99тэ, 
== УЕ с05 0. 
Сравнивая это с {30}, найдем: 
ив И = ИТ— эт 0созь, | 
ИИ Иса —9зтвзшь, | (31 
ву = и с0$8. 
Функции Ламе — целые рациональные функцни выражений 
ь ИЕ-1, ИЕ, | 
уловлетворяющие диференциальному уравнению: 


И-П (И-0=9 4") +в па они-о, в 


Для всех целых значений и существуют Эп-|-1 значений В, дня кото- 
рых это уравиение допускает указанные целые решения. Обозначая через с 


целое число, равное или непосредственно меньшее >, из этих решений 
будут 
<-1 тнпа а -- а-2.--.. -й 
пло „ УВ—1(ат- + а-3--...), 
п „ Ио (а-я ат...) 
с „ УВ-ТУВ-=д (вт ат-8-...). 


Пусть 


Рио» Ва» «= -> Визл 
— Упомянутые выше значения В, тогла 
Вт, Ен (0, +. -, Бол (9) 


— соответствующие решения (82). 
Эти функции имеют свойство, что интеграл у 


ЕЕ, Е, ато ® 
4я 
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(где мн у выражены посредством углов @ и ь с помощью (31). 
ЧУ = 51 6 40 4, 


и интегрирование производится в пределах от 8 ==0 до 8 —п и ото—0 
ю о—21) кажцый раз, когда 5-2=г. Также равен нулю интеграл 
| Е (в Вх Е» (в) Е», ) У 0 ® 
4 


всегда, если т-е-и, каковы бы ни были $ иг. 
Произведения 
ЕСИ) Е; „= В 


явтяются гармоническими функциями во всем выбранном конечном про- 
странстве 
Если еще положим 


а 
(0 уе 0е—9) 


Е,„(0 =@ +169 | 
[о 

то прэизведения _ 2 
РИ) Е; 6, =Е 


лакже будут гармоническими фувкциями для всех точек пространства. за 
исключением тех. для которых р==0 (т. е. для фокального эллииса), и 
притом такими, что 

Шт (2741 2) 

в=со 


есть величина конечная и не равная нулю. 

Ен Р— функции Ламе первого и второго рода. Они обладают свой- 
ством приводиться к целым рациональным функциям от декартовых коорли- 
нат х, у, 2 на поверхности эллипсоида (29). Они поэтому служат с при- 
соединением тождеств (@) и (В) для разложения гармонических функций 
во внешнем, а также и во внутреннем пространстве относительно эллип- 
соида, которые на самой поверхности эллипсоида приволятся к пелым 
рациональным функциям от х, у, 2 

При помощи фувкций Ламе может быть разрешева проблема Стокса, 
решенная нами в главах ГУ и \/, для двух- и трехосного эллипсоида. По 
эгому довольно утомительному пути пошел Ами (Нашу) в 1890 г. 

Функции Ламе были употреблены также Пуанкаре в 1901 г. и Рудзким 
в 1905 г. для получения зависимости между линейными отклонениями 
и аномалийми тяжести в отиошении геоила и сфероида. При таком выводе 
не требуется больше. как мы это делали в главе УШ. ограничиваться рас- 
<мотрением эллипсоидов, мало отличающихся от сферы 
. Ляпунов мог при помощи функций Ламе доказать существование для 
однородной жидкой планеты фигур равновесия, бесконечно мало отличаю- 
щнхся от эллипсоида вращения и от эллипсоилов Якобн (за исключением 
Эдного случая эллипсоидальной формы, не допускающей бесконечно мало 
отличающейся фигуры равновесия). 


Глава одиннадцатая 
ГОМОГРАФИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОЙ ПЛАНЕТЫ. СЛУЧАИ 
ДИРИХЛЕ И РИМАНА 


67. ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ ГОМОГРАФИЧЕСКОГО ДВИЖЕНИЯ ЖИДКО-ТИ, ПОДВЕРЖЕННОЙ 
ДЕЙСТВИЮ ОДНОЙ лишь тяжести 1. Дирихле сделал в 1860 г. любопытное 
замечание, что любой из эллинсондов Якоби может быть фигурой равнове- 
сия одиородиой несжимаемой жидкости, частички которой подвержены 
одному лишь ныотонианскому тяготению, не только в случае вращения 
с постоянной угловой скоростью как твердого тела, но м в случае особого 
нетвердого движения, при котором сохраняется форма и положение виеш- 
ней поверхностн. Исследование Дирихле ин более позднее м общее исследо- 
вание Римана отиосятся к случаю гомографического движения планегы, 
Такое движение определяется формулами: 

х=-- та - ий, 

УЕ тя и (1) 

== РЯ иРя пб, 
гле х, у, 2--координаты относительно неподвижных осей для момента 1 
частички, которая в начальный момент имела по отпошению к тем же осям 
координаты &, 1, 6; [, т,...,м” являются функциями одного лишь вре- 
мени, удовлетворяющими на основанин условия несжимаемости следующему 
условию: 


Я де п 
Е шп |=. 
Е 


Применяя гидродииамические уравнения Лагранжа к настоящему случаю, 
немедленно получаем ($ 54): 


а ат п ЗУ Гар 

: = р 
8 |+? ее [ = а Е % | 

ач аз Е ЗУ 1% 

_ в с 
в +1 [= т = ав [= "| И Еы' | (2) 

а т п ЗУ 14 
[ея |= [^ а Ё = о 
где для краткости положено 


те 


л* 


РА 


ан 


и аналогично для других сумм. 


3 Термин „гомографическое движение“ в русском языке ме применялся, а вме- 
сто него иногда употреблялось выражение „движение с подобным изменением“. Мы 
сохраняем в переводе слово „отюсгайсо“ итальянского подлинника, как более ком- 
пактное обозначение. (Прим. пер.)}- 
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Беря- частные производные от (2) по &, 7, , получим три соотношения 
внла: р 


Г. ы| ИЕР. 8) 


де № & 
и три других — вида: 


п Фит у 1 р 
[" г [" == | т. ке 


Из этих последиих выведем немедленно три иитеграла вида? 


апт „ап „ат 
о" 


= 


со. (5) 


Четыре других интеграла получим, применяя теоремы сохранения пло- 
надей и живой силы. Положив 
ева-ьх Цви ЦЕ 


2 


и предполагая, что в момент #==0 главные оси инерции тела совпадают 
с осями координат, получим из (1): 


ау ах № 
ГС Е У и) = 


аг 4! апт ат] ат ап] 
22% р 4 ат _ „ат 2 
Ге. У [а ее НЯ [п т (6) 
На основании теоремы сохранения площадей правая часть этого выра- 
жения должиа быть постоянной. Два других интеграла площадей получатся 
круговой подстановкой букв 


(р, Ё), (т, т, т"), @ът, т). 


Подобным же образом ннтеграл живых сйл дает: 
ага гта А в 
х| аня | (47 +2 [(ш)] "уч оля @) 


гле прямые скобки обозначают, как и выше, сумму. 

68. ГОМОГРАФИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ эллипсоидаЛЬной массы. Рассмотрим, в ча- 
стности, гомографическое движение жилкой однородной массы, ограниченной 
новерхиостью эллинсоида, уравнение которого для момента #—0 таково: 


+= =1. (8) 


Обозначая через № ц,....” алгебраические дополнемия элементов 
1 т,...,Н” детерминанта О, получим из (1): 
Е Ах -- Мур №2, ] 

п==рх -Нру На, 


[6 
Е — ух --уу-ру". } 
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Поверхность, ограничнвающая массу в момеит т, еще булет эллипсондом, 
уравнение которого: 


буи, (ых--ру-и”) (их -- Ууу=р 
РС 5 в. >В 2 
а о 20= 


Потенциальная функция И массы на точку (х, у, 2) в момент 2 выра- 
жается через сумму некоторой постоянной и однородиой функции второй 
степени отиосительно х, у, 2. Исключая из такого выражения х, у, г ирн 
помощн (1), получим У выраженным в форме: 


УК 18 — М — МЕ М Фомы, (10) 


где Г, М,..., № — функции одиого лншь 1. Подстановка в (2) показы- 
д 
вает, что производные хе и аналогичиые должны быть линейными одно- 


родиыми фувкциями от Ё, 3, 5. Это требует, чтобы р (рассматриваемое как 
фуикция 3, би #) имело ту же форму, как и правая часть (10). Но 
это р должно быть постоянным на поверхности эллипсоила (8); следовательно, 
оно должно быть вида: у 


= |-- (10) 


глеси ® — фуикции одиого лишь #. Вводя это выражение для рв (3) 
н (4), получим: 


9! ми 2 4 ат Фу 
|= , и] = 12 
[ ве ] } оз ы а [" = [* т | Туз г 


и четыре других выражения, получаемых путем круговой подстановки букв 


(1 т, п), о, в, ©. 


й 
Из (12) легко найдем диференциальные уравнения, определяющие Е 


Г 


и т. д. Для этого достаточно взять три уравнения, в которых фигурируют 


аи то вр 


ат’ 4’ ‘ар’ 


’ помиожить их на }, у, у и сложить. Таким образом найдем: 


+ 2 В - 
а? 


ай ‚ ВИ и и 
= {^ в—----у 
ае { 9 99 9:5 } 


Но, так как }, в, у зависят от одного лишь времени, то 


++ +В у 


У ми ми ара Зи т 
На Ух | с 
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откуда . 


Подобным же образом найдем: 
Е №9 


а? 3 а? 
ПР 73 Ш 
Л (и ) +2 (13) 
а /3у й ь 
Е 


Е 
Из этих новых уравнений можно получить выражение для 6. Умиожая 
на 1 1-е, 4-е и 7-е (13) и складывая, получим: 
Я т п 32 2 ы р 
й й = Е г }. з 


у 8 . 
ава ме Руза ай "сз 


Два лругие аналогичиые выражения получатся, еслн приписывать олин 
и два штриха буквам {, т, п, \, щу и заменять х через у и 2. Сум 
мируя и вспоминая, что А.И —=— 41, отсюда получим: 


Срна] 
№: 


С другой стороны, беря два раза пронзводные от детермината О, 
имеем тождественио: 


а Гат п 3 9/ р е | |] 
= = 0, 
р ЕР ре. ЕЕ (2 т 34 3+ 


Гб 66 2497] [эра] 
А ЕЕ =) [ь "| ы | о 


ай 62 607 
что выражает давление иа поверхиости через положение в момент # и дей- 
ствие движения. 
В случае равиомерного вращения с угловой скоростью ® детерминант О 
и ему сопряженный опрезеляются ортогональной подстановкой, и (14} 


обращается в 1 1 1 
26] ЕЕ — | = 4 — 25. 
|= -р 62 т 60? ) у 


откуда 


Обозначая через @ средиюю поверхностиую тяжесть, $ — поверхность, 
+— полный объем эллипсоида, имеем (5 28): 


АИ. 
откуда 
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В предположении, что внешнее давление в равно нулю, в, помноженное 
на А, даст давление р, в центре планеты. Для планеты, мало отлнчающейся 
от сферы, можно положнты ; 


а 1 1 1 3 
Я а? тр 52 ЯР с? а? 
’откуда 
И 
=> АОа%. 


Обозначим через 25 земную тяжесть иа широте 45° н уровне моря, 
А, — нормальную плотность ртути, и, выражая давление в атмосферах, 
получим: 
1 а = 0,76 зу, 
откуда 
_й № @ 
6 —9р, 0.76 20а 


Еслн бы Земля была однородной жндкостью плотностн А=5,5, мы 
имели бы, полагая @-=25%, №. =13,6, а ==6 380 000 м: 


Р==1 678 000 ат. 


69. СЛУЧАЙ, КОГДА ОСТАЮТСЯ НЕИЗМЕННЫМИ РАЗМЕРЫ ОСЕЙ ВНЕШНЕЙ НОРЕРХ- 
ности. Нетрудно продолжить общее исследование уравнения (13). Такое 
нсследование облегчается разложением томографического движения на дви- 
жение с постоянной угловой скоростью, равной скоростн вращения осей 
внешнего эллипсоида по отношению к неподвижным осям коордннат, и на 
гомографическое движенне по отношению к указанным осям эллнпсоида. 
Но мы ограннчимся изучением случая, когда внешняя поверхность остается 
неизменной по форме и размерам (залача Римана). я 

Обозначим через 2", у, 2’ прямоугольные осн коорлинаг, совпадающие 
для всех моментов с главными осями эллипсоила @, 6, с. Между коорли- 
натами х’, У, 2’ точкн н координатами х, у, 2 той же точки относительно 
неподвижиых осей имеются соотношения вида: 

ХЕХ гу а", } 
У=ых У г. | {15} 
2х НУ } 
где а, В, у— коэфициенты ортогональной подстановки 
Если, с другой стороны, положить 
х=ЕЕНМя-мх, \ 
УЕ МаА-МЬ } {16} 
2 ЕЕ М" № 
то удовлетворяются формулы (1), в которых 
= -- аЁ! -- аз, 
РВЕ-НЫЕ НЫ, (17) 
ИЕ Е" 13”, } 
и аналогичные выражения нмеют место для и, М, п, М. 

Следовательно, движение, представляемое (Т), может быть разложено на 
тверлое движение (15) н на гомографическую деформацию (16), которую 
назовем выутренним движением. 
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Детерчинант подстановки (1) равен пронзведенню детерминантов под- 
становок (15) н (16); поэтому должно быть: 


в м 
А ИР ВР ЕО (18) 
ом № 


Заметим еще, что если оси а, 6, с виешьей поверхности остаются не- 
изменными и в момент # совпадают с осями х', У, 2, то уравнение (8} 
должно подстановкой (16} тождественно обращаться в 

и а ЕЕ 
аа о 
пля чего необходнмо, чтобы существовали трн соотношения внда; 
Иа ЗИ 
гта м 


и трн пругнх — внда; 
Им М" о 
а? Гл ва 
{остальные получают-я круговой подсзановкой букв Ё. М, № в левых 
частях нм а, 6, с — в правых). 
Эти соотношения показывают, что если положнть 


[2 се 
=. ам, а 6 ] 
=. т ся 
а= и,  РЫМ, ЕЙ, р (19 
ау» рб им 
И ВАЙ и] 
то новые келичнны 
в в у (Хх) 
о Г т (У) 
а" р м (2) 


могут рассматриваться как направляющие косинусы некоторых воображаемых 
осей Х, Г, 7 относительно неподвижных осей х, у, 2. Изучение движения, 
выражаемого соотношениями (16), с успехом приводнтся к рассмотрению 
двнжения такнх воображаемых координат, "поскольку коэфициенты ФД, ..., № 
такой деформации просто выражаются посредством {19), если известно для 
каждого момента направленне этих осей. 
70. ДиФЕРЕВЦНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ. Обознатим 

через 

® 5% - я 

в 5’ К 

с 9%” 5” 


алгебраические дополнения элементов детерминанта (18). Получим: 


(20; 


а, 
пре т ОА. 
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Подобным же образом: 


2 г аи, 
Г В 

= Ь "В, "|, 

т, = в и, 


Между тем, уравнения (16), разрешенные относительно Е, 1, &, дают» 
„ а ,, а „ 
Ва С “7, ] 
Полы и. Фрерь 
а РУ 2 | {21} 
с е Ч 
И | 


Задача может быть поставлена различным образом. Можно, иапример 
залать по желачию в функциях времени параметры @,,..., у. равномер- 
ного вращения осей и попытаться найти, если это возможно, параметры 
1,..-, №" внутреннего движения (16), илн, что то же самое, закон дви- 
жения воображаемых осей Х, У, 7. Чтобы получить необходимые диферен- 
ниальные уравнення, достаточно подставить в основные уравнения (13) для 1, 
т, п их выражения (17), где а,,..., ]з принимаем за известные функини 
времени; таким путем нетрудно будет найти девять уравненнй, выражающих 
згорые производные ог Г, ,..., №, 

Быстрее можно достигнуть целн следующим образом. Возьмем уравне- 
иня гидродинамикн в простейшем внде: 

2х __ ‚ду 1 др 

Ир И. {22} 
тте х, у, 2— коэрдинаты относительно неподвнкных осей в момент # дан- 
ной частнцы жидкости. Умножая эти уравнения на @,, В, ],, получим 
в силу (15): 


(23) 


Лев я часть этого уравнення есть не что иное, как проекция на ось х 
абсолютного ускорення рассматриваемой частнцы. На основании теоремы 
Жориолиса она равна сумме трех величин, а именно: 

9х 
1. Составляющей относительного ускорения, равной -\„, или, на оснс- 


вании (16), 
421. М @мМ 
Си 
2. Составляющей ускорения увлечения, или, согласно (15): 
ХА НУАь +2 Аз, (24) 


гое для краткости положено’ 
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Принимая во внимаине (16), выражение {24} может быть написано так: 
Е (Ан АГ + Аз) (..- НЕС... 
3. Составляющей сложного центробежного ускорения, равного 


а _ ау ь 
2(9%—в“). (25) 
сле Р, ©, А обозначают компоненты по осям х", У, = угловой скорости 
этих осей х", У, 2’ относительно неподвижных осей, т. е, 


а а 4. 
Ра +ь Г. +в и ит. д. 
На основании (16) выражение (25) можно еще написать так: 


ы а” а 
р: (® “— Юр) + 2...) 2Е(...). 


Что касается правой части уравнения (23), заметим, что еслн полуосн 
эллнпсоида неизменной длины, то 


У=КЫ— Ал’ — Ву? — Сл? 


где К, А, В, С — постоянные. Отсюда: 
ПА» ==—2А (12 М МЕ 
и - 


Имеем, далее, припомнная выражение для р: 


1 др В 48 я @ > 
2 Ра , 
- 9х к ах в =) 


и припоминая (21): 


ем +Е). 
Ед 22 20 ас 
Подставляя найдениые такнм образом выражения в (28), мы должны 
получить равные коэфициенты при &, 1, & в днух частях равенств. При- 
равнивая их друг другу, получнм три соотношения, из которых первое 
таково: 
ар’ 2 сз 


РЕЯ л .. а” Е. 
шее + АыЁ Е ыы" р 287, АЕ, 


и два другнх, которые получаются переменой букв /. на М и М и очно- 
а в 
аления — наи — 
а Ь с 
Вставляя вместо Ё, И, № их выражения (19} и умпожая соответственно 
на а, 6, с, получим; 


4? я ь. аа” 9’ 2 
а ЗНайья + БА | сАки” -- 200 “ое — 256 т = Зара (26) 


и два других выражения, получаемых переменой буквы а на В н у. 
Беря проекцию абсолютного ускорения на ось У, нли умножая (22) 
на а,, В», {, н суммнруя, получим подобным же образом уравнения: 


СЫ я Ча 1” о’ 250 
Ва аАыа + ВА! - СА - 26 т ОР ЯНЬ хх № 


и два других заменой буквы @ на В н 7. 
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Наконец, проектируя на ось 2’, найдем уравнения: 
р. ь да’ аа 20 
с-др + аАия-- БАза" -- сАза” -- 26Р к 249 ш=- 2Среа - ‚ (28) 


ни два аналогичных. 
Формулы (26), (27), (28) и аналогичные им являются искомыми дифе- 


ренциальными уравненнями, определяющими двнжение воображаемых осей Хх, 
У, И, если задано движенне осей х', У, 2', т. е. если задано движение 
поверхности жидкости. 


Положим: 
= Ра ва’ =. Е Ча” „‚ а 
5 пре Же ГЫ а 


(где суммирование распространяется на трн буквы а, В, 7}, 


аа" 
=. 


‚ @2а 
в =. ав *°- л 


. . 
ит. д, т. е. через п, у, р, В„, о’означены величины, имеющие относи- 
тельно движения осей Х, У, С то же значение, как Р, О, Ю, А,; относи- 
тельно движения осей х', у’, '. 

Известная фо мула Пуассона, дающая пронзводные девяти направляющих 
косинусов подвижных осей координат в функции составляющих угловой 
скорости дает без затруднения: 


# 
Ви=— (0-29), Вв==яр =. , 
ая 
Вы уе РТО 
ах 
г. Вз—— о). 


Выраченне (26) и два других, помноженные на а, В, | н сложенные, затем — 
на а', В’, |’ и, наконец, на а", #, У, лают: 
с Ви + Ан) + 200+ Зе — 27а +25, 
аВи -|- 6Аь — 20=—0, 
аВи Е сАв — 6х 
Подобным же образом из (27) и (28) получаем: 
ФВ. + аи - Ру = 0, 
БВы-Е Ан) ар + ера ЗуВЬ- 8, 29) 
БВ сАзз — а; 0, [ 
сВз + аАи — 26Рр==0, 
еВы + БАн— ар 0, : 29’) 
©(Вз Е Аз) Е Ра За —-— 21Се +". 
Эта система формул не меняется, если величины Р, ©, Ю, А,„, замените 


через п, у, р, В,.. 
Отсюда слелует важная теорема: если возможно гомо’рафическое ‹ ви- 


жение эллипсоидальной жидкой массы, при котором оги х', У, 7 элли- 


(29) 
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псоида вращаются по векоторому закону Ё) и воображаемые оси 2$ 
У. 2, от которых зависит внутреннее движение, —по кекотовому за- 
кону Г., то также возможн» движение, при котором оси хм, 5', 2' вра- 
щаются по закону Ё›, а оси Х, У, И—по закону Ё\. 

71. СлучАЙ, в КОТОРОМ ВРАЩЕНИЕ ВНЕШНЕЙ ПОВЕРХНОСТИ СОВУРШАЕТСЯ ВО- 
КРУГ ОДНОЙ из ОСЕ* эллипсоилА. Предположим, что внешняя поверхность 
вращается вокруг оси с. Имеем. Р=0=—=0, Ю==0, откуда 

Ан = Ав ==— 6, бы, ы. 
Все остальные А‚„, равиы нулю. 

2-я, 3-я формулы (29),1 -я, 3-я формулы (29'), 1-я и 2-я формулы (29°) 

приннмают вид; , 


а ав . 
аб) о ы 
Г 
а (=!) 2—0, @ 
——_ 78 а 
6 (== и) на = ь <) 
Ч 
(+) Заву=0, (6) 
и - д 
с (; На) =0. =) 
а В 
«(и-)= О 
Из (8\ (в) и (5), (6 получаем: 
ар===6Ют, 
21 =@Юу. 
Этим уравненням можно удовлетворить одним из следующих образов: 
®=0 *=0 | 0 
[2 
= и рва ее 


Исключим случай эллипсоида вращения (==). Тогда в каждом нз 
этих трех случаев (а) и (7) требуют, чтобы было 


В случае (П). если принять А, а следовательно, и р, отличным от нуля, 
согласно (&) должно еще бьчь у==0, а в случае (Ш) п==0. 

Итак, из трех величин п, }, р две первые должны быть нулем, а третья 
постоянной. Поэтому оси (х’, У, 2) и (Х, 7, 7) вращаются равномерно 
около оси 2, с которой постоянно совпадают оси 2’ и Й. 1-я формула (29), 
2-я формула (29') и 3-я формула (29”) лают тогда: ь 


аа —27а+, 
= Ве -- а = — 2ДВЬ-- 25, 


0—=— 276+ °. 
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Исклк чая отсюда с, находнм: 


а? (62 К) — 2Юраф = 24 (Ааз— Са), } 
в (+ 3) — 2Юраф = ЗВ — Со) 

— соотношения между угловой скоростью рии полуосями эллипсонда. 

Прежде чем рассматривать эти уравнения, посмотрим, каково будет в это 

случае вьутреннее движение, выражаемое формулами (16). Имеем для на- 

правляющих косинусов воображаемых осей Ре, 


(30) 


@— 0$ р, = эт 26 
в — 51 26 Р — <05 2, 
И уу =0, И =1. 
Определяя /., М, № при помошн формул (19), приводим (16) к виду: 


сов Е + $ пзшрь, 
Ь ЕЕ, {31} 
Ее 2911 рЁ -- 1 с08 2Ё 


между тем как твердое движенне, выражаемое (18), определяется через 
хх" с03 АЕ — уп КЬ 
У=х' зп КЕ-- у соз ВЕ 


Вволя в (30) обозначения, употреблявшиеся в теорин эллнпсоидов 
Якоби 


Е=2'. (32) 


22 22 


а=е = 


2% _ /(=- с), 
г Иш и 
вые 0 (2-с 
: Ив ) + } 
—п_А В 
РИ А 
Ко — в) 
о =А- В ОЦиры-Е , 
т Си—5 
или же, вводя интегралы из 5 61, обозначенные через Р(и, #) н Фи, й, т.е 
© 


1, 
имеем; 


(30°) 


откуда 
(ре ®) 


и [ 1 1 ах 
О) еда к. 
Г 


© 
хах 
Фи. 9=Ы аЕа тд. 
0 
где 
. А= Иа Р.латьа +), 


предыдущие уравнения принимают вид; 


2 
вк = Фи, 
282 = (33) 
УвЕКи, 6. 


29 ^ 
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Полагая р==0, получаем равномерное вращательное движенне, изучен- 
ное Якоби. Наоборот, полагая Ю==0, имеем гармоническое внутреннее 
овиэжкение, рассмотренное Дирихле, в котором каждая частица движется 
согласно формулам: 


а =. 
Хоз рЁ---; пят рЕ, р 
в: 34 
У=— ит 105, ее 
и описывает в плоскости, параллельной сечению (а,ё} эллнпс, подобньй 
этому сечению (а,8}, имеющий уравнение: 
мюу@е № 


а 


В этом случае внешняя поверхность жидкости остается постоянной. 

В общем случае, считая Ю и р отличными от нуля, спросим себя, 
можно ли, взяв произвольный эллипсоид, определить Ри р так, чтобы (33), 
были удовлетворены. Для этого необходимо н достаточно, чтобы было 


Фи > ИЕ, 1] (35} 
Ясно, что для эллипсоидов, мало отличающихся от эллипсоидов Якоби, 
Е(и, 6) близко к нулю, а Ф(и,В болыне нуля, и черавенство (35) уло- 
влетворяется 
Но условие может быть поставлено и в другой форме. Положнм: 


Р=2/ (1-5) 9=2/ (+ с), 


помиожим (30’) соответствеино на Ии, ИЕ возведем в квадрат и вычгем,. 
тогда найдем: 


1 1 1 1 
2 Ви 2 [ — —- 1-5 Рин — 
р ее ( г) +4 (4 ) Ри — (2ь 
или же 
(рр даа —. (Ри — 098. 
1 

Для того, чтобы значения ри ®, полученные из (30), были пействи- 
тельными, необходимо нм достаточно, чтобы Р3и — © было одного знака 
сё— и. Но 

[> 


Ву а — и) Ре. 


О 
[о 
[> 


92а —5 | и: 
о 
Предположим, что а >68, откуда и<Ь и допустим еше, что с— наз 
меньшая из осей, так что и и меньше единнцы. Тогда Р и © полс 
жительны, и упомянутое условие приводится к тому, чтобы РИм было 
больше ОЙЁ Это во всяком случае удовлетворяется, если 


з 3 
Из—и? > ИР-®, 


их) 
Аз ах. 
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П 
или если и н Ё заключаются между ян 1, так как в этом интервале 


функция Их— 1? убывает с х. 

72. СЛУЧАЙ ЭЛЛИПСОИДь ВРАШЕНИЯ. В случае а==ф можно предположить, 
что вращение поверхности происходит вокруг оси, расположенной в эква- 
ториальном сечении (@, 5), поскольку вращение вокруг оси с не меняет 
положения поверхности относительно неподвижных осей. С другой сто- 
роны, каждый экваториальный диаметр может рассматриваться как главный. 
Поэтому можно положить в формуле (29): 


О=А=0, 2Р-20, аф-Ае 
Так же как в предшествующем параграфе, найдем: 
0 #=0, Р=созЬ Е— 605 & 


‚другими словами, что равномерное твердое вращенне вокруг оси а и гомо- 
трафическая деформация происходят в плоскостях, перпендикулярных к этой 
оси. Это есть не что иное, как частный случай движення, рассмотренного 
в предылущем случае. Общей осью обонх движений, как твердого враше- 
ния, так и гармонического движения, является один нз экваториальных 
диаметров. 

73. ДРУГИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ЭТОГО вОПРОСл. Риман доказал, что, еслн на- 
зожено условие постоянства величины осей эллнисоида, то более общий 
случай гомографнческого движения жидкого эллипсоида получается, преч- 
полагая, что общее вращение поверхности совершается вокруг постоянной 
оси, расположенной в одной из главных диаметральных поверхностей эл- 
лнисонда. 

Дирихле, который первый занимался этим вопросом, уже раньше рас- 
<мотрел два важных случая, а именно, рассмотренного нами внутреннего 
гармонического движения, и случай, когла оси эллипсоида сохраняют ие- 
изменное направленне, ь 

Стеклов произвел подробное исследование вопроса и нашел, что если 
поверхность жидкости должна сохранять в течение всего движення форму 
<жатого эллипсоида вращения, то едннственный возможный случай дви- 
жения соответствует второму из упомянутых случаев Днрихле. Если же, на- 
оборот, должна сохраняться форма вытянутого эллипсоида врашення, то 
возможные движения те, которые указаны в 6 72, когда сохраняется ве- 
лнчииа осей, и это соответствует второму случаю Дирихле с нензменным 
направлением осей. 

Для трехосного эллипсонда Стеклов нсследовал н рассмотрел все случаи, 
когла для данного эллипсоида прн движенни, исследоваином Риманом, 
остается неизменной велнчина осей. Таким образом он рассмотрел все 
случаи, в которых остаются неизменными направления осей, и доказал, что 
они сводятся к уже рассмотренным случаям Днрихле. 
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74. КонФнгур\ции РАВнОвЕСИЯ. Назовем конфигурацией планеты совокуп- 
вость геометрических данных, которые служат для опрелеления поверхностей 
раздела слоев одинакопой плотности. При гипотезе, которую мы вообще 
примем в настоящей главе, что плотность меняется непрерывно, будем ва- 
зывать укатанные поверхности поверхностями равной плотности. 

Рассмотрим твердое движение неоднородной жндкой плаиеты, которое 
согласно сказанному в $ 55 не может быть иным, как равномерным враще- 
ннем. Пусть ® — угловая скорость, У — ньютонова потенциальная функция 
планеты на собственную точку. Функция 

[я 


ИУ 6-5) 5 Ю 


(еслн припять за ось вращения ось 2} должна быть постоянной на каждой 
поверхности равной плотности в силу условия относительного равновесня 
{5 54) С другой сторопы, имеем: 


А? — 4ауь ©) 


(Е— плотность в даниой точке). Функция \У, таким образом, связана 


условием: 
АЕ (1). 


Кроме того, онз связана на внешней поверхности планеты условиями, 
вытекающимн из теоремы Стокса ($ 14), если задана коифнгурация или 
хотя бы одна лишь внешняя поверхность. Действительно, если дана эта 
погерхность, то теоретически определена за исключением лишь олного 
произвольного параметра (массы планеты) форма функцин И вне планеты; 
следовательно, определены значения на поверхности как \У, так и ве 


”. и 
производной по нормали а . 
д 


Однако эти соображения не дают большой помощи в вопросе о на- 
хождевни возможных конфигураций равновесня, но дают лишь очень хо- 
роший отрицательный критерий для нсключения некоторых родов копфи- 
гураций. Так, например, можно сразу исключить сферические концентри- 
ческие слой равной плотности. 

Действительно, согласно теореме, доказанной в конце $ 6, если по- 
верхность равнозесия, бесконечно близкая к внешней сфере, есть тоже 
сфера, концептричная с последней, то сила тяжести & должна быть по- 
стоянной на этой сфере. Но в 5 17 было доказано, что если одна из 


1 Заметим, что М’ и её первые проязводные всюду пепрерывны и’поэтому 
ых к у 


внешнее значевие и тождественно с внутренним значением, - м 
Ш ы # 


130 ГЛАВА ДВЕНАДИАЗАЯ 


внешиих уровенных поверхностей есть сфера, то 2 не может иметь на ней 
постоянного значения. 

Итак, положим, что семейство поверхностей равной плотности задано 
в форме соотношения вида: 


Е, у, )=С, ®) 


где левая часть не содержит других переменных, кроме х, у, 2, причем С 
в правой части меняется лишь от одной поверхности семейства к другой. 
Согласио упомянутому условию равновесия можно рассматривать С как 
функцию одиого лишь №, определяемого уравиеиием (1). 

Обозначим через С", С” первую и вторую производные от С по № 
Нам, конечио, неизвестиа форма этих выражений; мы знаем лишь, что это 
постоянные, равно как и С, на каждой поверхности семейства (2). Беря 
производиые от (2) по х, получаем: 


о ь (+ РР. 
х ах дл? 9х 9х2 
откуда, искточ. я о ‚ найдем: 
Хх 
есь (с с 
92 9х дл? 


Суммируя это с двумя аналогичными выражениями, имеем: 
СУБ СМЕ-- С? 4) 


Последиий член постоянен на всей поверхности равной плотности. Не- 
о7ходимое условие для того, чтобы рассматриваемая конфигурация соответ- 
ствовала равновесию, заключается в том, чтобы можно было задать лве 
величииы А и В, постоянные или функции одного лишь С, так, чтобы 
бином 

А\Е-- ВЕ (3) 


был функцией олного лишь Ё; другими сповами, если исключить из него 
при помощи (3), иапример, 2, то чтобы он обращался в функцию одного 
лшиь С. 

Пример. При помощи этого критерия можно сразу доказать, что се- 
мейство концентрических подобных эллипсоидов не может давать кон- 
фигурации равновесия. Действительно, для концентрических подобиых 
Ээллилсоидов можно положить 

и 


Е,» ==) с, 


где а, В, с— ностояниые. Имеем отсюда: 
м и п т, 1 
А ть 


В этом случае второй член бнинома (3') являстся функцией одного 
лишь С, ио очевидно, что первый член не является таковой за исключением 
случая а==ф==с, т. е. случая концентрических сфер, козорый мы уже 
ра ‘смотрели. 
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75. Продолжение. КонФиГгУРАЦИИ РАВНОВЕСИЯ. Для применений бывает 
удобнес предположить семейство поверхностей представленным в более общем 
виде, чем это было сделано в предылущем параграфе. Допустим, что оно 
задано посредством формулы вида: 


Аа, а бе.) 0; (4) 


где а, 6, с, ... обозначают параметры, постояиные для всей даниой по- 
верхиости и вообще меняющиеся от одиой поверхности к другой. Эти па- 
раметры мы можем рассматривать как иеизвестные функции единственной 
переменной У”, определенной уравиением (1). Беря частную производную 
от (4) по х, получим: 


аи, ара я 
м ЗЫ - 
о > а э 
87 


где для краткости положено и вместо 


У 4 9/46 ас 


О М т О 

Беря вторую производиую, получим: 
ы Е — т. т = © 
где р обозначает производную выражения (6) по \, получениую, счи- 


тая а, 6, с как функции . Исключая т из (7) при посрелечве (5) и 
\ Хх 
(ид получи 
умножая на (=), получим: 
з 3 
Ч а о и. И Ш, 
}х., 


дм \ 9, Эх 8х 5 Ца) 0 
Суммируя это с двумя аналогичными выражениями и замечая, что 
т ум _ 9 
И 9 мо 
дах 9 17 
получим: С - . ы 
АРКЕ Г ( ея аку =0 8 
Я ое о ® 


Обозначая через Т сумму трех первых членов правой части этого 
уравнения, видим, что отношение 
7й 
Е р 
3. 


должио быть постояниым на каждой поверхности системы (4), т. е. если 
посредством уравнений (4) исключить из выражения (9) одну из координат, 
например =, то должиы исчезнуть также их и у. 

Обратно, если возможно задать фуикции а, 6, с,... перемениой 
так, чтобы отношение (9) оказалось функцией олного лишь И, следо- 


9* 


(9) 
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вательно, постоянной на каждой поверхности з данного семейства, другими 
словами, чтобы потенциальная функция У распределения массы была такова, 


— 1 д |. 
чтобы АУ (И — 207) была чистой постоянной на каждой поверх- 


ности системы (4) и, следовательио, этим же свойством обладала плот- 
ность #, то это и будет необходимым условием для относительного равно- 
весия жидкости. 

Когда залаине указаиных функций а, 2, с, ... теоретически возможно, 
то фактическое‘ определение их зависит от интегрирования обыкновенных 
диференциальных уравнений второго порядка. При ивтегрировании таких 
уравнений, или, лучше, при обсуждении существования интегралов этих 
уравиений, нужио принять во внимание предельные условия, вытекающие 
из теоремы Стокса и указанные в предыдущем параграфе. Действительно, 
величина силы тяжести дается выражением; 


И 


вли же, принимая конфигурацию, выражаемую формулой (4): 


С (0) 


Давая здесь а, 6, с,... и их первым производиым значения, прииимае- 
мые ими на вмешией поверхности, получим выражение для д, погерхност- 
ной силы тяжести. Это выражение должно быть тождественным с тем, ко!о- 
рое дает теорема Стокса, и определяется гсометрической природой виеш- 
ней поверхности. Отсюда получаются соотиошения между значениями а, В, 
с,.-- И их первыми производными по Й” для точки, лежащей в пределах 
интегрирования. Если возможно определить а, 2, с,... в функциях пара- 
метра 1! таким образом, чтобы былин удовлетворены условия на контуре и 
отношение (9) было постояиным на каждой поверхности семейства {2), то 
это (+) дает возможную конфагурацию относительного равиовесия при вра- 
щеним жилкости вокруг оси, подходящим образом выбранной. Найденные 
выражения а, 6, с,... в функции \, будучи подставленными в (4) и (8), 
по исключении из этих двух уравнений \ дают плотность жидкости № для 
каждой точки х, у, 2. 

76. Эллипсоидлльные КОНФИГУРАЦИИ ВООБщЕ. Пусть поверхности равной 
плотности будут коицентрическими эллипсоидами с совгздающими осями. 
Уравнение (4) может быть наиисано в виде: 


эюэу м 1 
5 РЭ Ков 9 =0, и) 


где а, 6, с — неизвестные функции параметра \. Обозвачая через а, а” 
первую нм вторую производные от @ по И и аналогичио для риен 
полагая 


Ва, ^) ЕЕФУуЕо а =У (а, х), 
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получим: 


Подставляя в (8) н полагая 


х—=ас0$0, у= 6310, 2=0 


[зто тождественио удовлетворяет (11)], то уравнение принимает вил: 
: а’ [а з 
А с051 0 - Вуив 0 | С5112 6 с05? ' — (22 — 4=7*) (< с05 6 -- ы 31? ‘) =. 09 
где Д, В, С иезависимы от 0. Необходимо, чтобы это соотношение удо- 
вяетворялось при любом @, при условии, конечно, что А независимо от 0. 


Это требует прежде всего, чтобы было — == 
а 


ре 
найдем --==—, Т. е. эллипсоиды должны быть подобиыми, — случай, 


5. Подобиым же образом 


который мы исключили в предыдущем параграфе. 

Таким образом эллипсоидальное распределение невозможно. 

77. Элнипсоидальная КОНФИГУРАЦИЯ СО СЛОЯМИ КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ. В прел- 
ществующем анализе предполагалось, что в любой части планетной массы 
изменение плотности непрерывно и притом таково, что существует в данной 
области А,У. Этим ие исключается возможность конфигураций со слоями 
конечной толщины. Но нетрудно локазать, что и такое распределение 
несовместимо с относительным равновесием, по крайней мере, если предпо- 
ложить, что плотность возрастает от поверхности к центру. Ограничимся 
случаем одзого олиородного слоя, заключенного между двумя эллипсоидами 
Е} и Е», который окружает однородную эллнисоидальную массу, ограни- 
ченную поверхностью Ё„. Обозначив через #,, А, две плотности, потенци- 
альную фуикнию У планеты в любой точке можво рассматривать как сумму 
потенциальной функции массы М, ограниченной эллипсондом Ё, плотности 
А1, И потенциальной функции массы М,, ограииченной эллипсоидом Е, 
плотности Ё, — ^;. 

В точке поверхности Е, потенциальная функция массы М, есть 
целая рациональная функция координат, а массы М, — трансиендеитная 
функция, если тольчхо оба эллипсоида не являются софокусными 


© 
Сумма ЛИ -- 5 -- У?) может поэтому оставаться постоявиой на поверх- 


ности Е, только в этом послелнем случае. Таким образом необходи- 
мым условием равновесия является требование, чтобы эллипсоиды Е, и В, 
были софокусными. 

При этом предположении пусть а, 8, с — полуоси Е} и 


а И и, В ия Я уг Е 
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— полуоси В.’ Положив 
2 3 22 1 
$ (5) (1 5 = ) ЕЕ. 
@--5 И; 2+5) УЕ 
потеипиальная функция массы М; на точку (х, у, 2) поверхности Е, будет: 
со 
и эдак | $ ($) 45 {14) 
Г 


(3) 


Потенциальная функция массы М, на ту же точку, в силу теоремы 
Лапласа о притяжении софокусных Эллипсоидов, может быть иаписана так: 
со 
И==(№- [зо 45. 
и 


Положив 
Е 
Е (№ 2 те =А, 
получим: 
со 
У=ИИ-== зав [9 {5) 45, 
о 


и условия равновесия на поверхности (7 будут, как для случая однорол- 
ного эллипсонда (5 60): 


02 и ®2 а 
(5 «= (в) "= са, (а) 
где 
г 45 
А аАабс | м 
[ет97Е 
ит. д. 0 


Найдем еще условие равиовесня на поверхиости эллипсоила Е.. В точке 
последией {(х, у, 2) потенциальная фуикния массы М, еще выражается через 
(14). Что касается И., то оио выражается формулой: 


[>> 
Иа) ча [69а 
о 


где $ (5) есть то, во что обращается © (5), когда а, 6, с изменеиы на а, 
В, 7. Но, если 5 обращается в 5 и, то 2?-|-$ обращается в 22 $, и 


предыдущая формула принимает вил: 
со 


Ито — Муз [694% 
—и 
Таким образом потенциальная функция на рассматриваемую точку мо- 


жет быть выражена так: 
со о 


Ель у аь | $ (5) 8 =(&— В) м [+ {3) 45, 
0 —й 
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где Ё имеет предыдущее значение. Положим: = 
НЕЕ), 

о я о 4 о 

- 5 5 Е 45 
#=Н РЕ И-М | —, &=Н | —. 

} {@ ЭР; 3+» + уР, 


—в 


Тогда найденное выражение для У может быть написано так: 
УК — (А — (Ву — (СО, 
где А, независимо от х, у, 2. Отсюда условие равновесия на поверхности 
Е, будет: 


5? 


[о 


Исключая А, В посредством (а), эти соотношения легко приводятся к 
с? зы 

Са 1 = в — Е, 
РЯ у Н | 


ы ® 
с(ыв —#) = 6—2. 


} 


Заменим 02, В?, у? их выражениями а? — и, 6? — в, с? — и и подставим 
вместо &, д, 6 их выражения. Первая из этих формул может быть написана 
так; 


— 2 


(и $) 4 


о 
Ве 
н [С 2 бкрзжечя У (с) 


Поскольку 5 меняется от — № до нуля, сумма и-|- $ положительна. Две 
части этого равенства имеют, следовательио, разные знаки (при гипотезе 
„> А,), и первая из формул (5) ие может существовать иначе, как если 
а=—=е. Подобным же образом вторая формула может существовать лиаль 
при ==. Итак, мы вернулись к случаю сферической конфигурации, 
которая уже исключена. 

_Если мы не хотим ограничиться гипотезой №, > #, рассуждение может 
быть проведено так: (с) можно написать (при 56) в виде: 


Сн Г (и-| 5) 45 


Н — 8-9 @+9 УЕ 


Из второй формулы (5) получим аналогичиое соотношение, в котором а 
заменено на 2. Сравнивая обе формулы, мы сразу видим, что должно быть: 


каковое выражение, так как все элементы интеграла положительны, может 
существовать лишь при а==2. Эллипсоиды Е, и Е, должиы. быть сфе- 
роидами вращения. Теория Маклорена опрелелит сжатие эллипсоила Е. 
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Ао — № 
Формула (с) даст тогда отношение в, а следовательно, п отноше- 
А 
нне =. 
Е 


78. Эллипсоидальные СЛОИ КАК ПРИБДИЖЕННАЯ КОНФИГУРАЦИЯ РАВНОВЕСИЯ. 
Если эллипсоидальная конфигурация не может строго удовлетворять усло- 
виям отиосительного равновесия, тем не менее она удэвлезворяет им с при- 
ближением, которое можно назвать степенью приближения Клеро, ие 
пренебрегая второй степенью сжатия и произведением сжатия на 0. 


Положим: 
28—16), (В). 


Пренебрегая чзенами с е?, #2, уравнение (4} семейства эзлипсоидов мо- 


жет быть нанисано так: 
к ау — ее — ре — (15) 
откуда 
% 
== 26 —ее— ву, 
‚м - 
6" — У — 26° — 96", 


м4 ру) — ве? — Зауа,, 
9 , 
СИЕ — 82.2 — 8# уз, 
№ /=6—2е—24, 


Здесь через 6", с”, #, Е” обозначены производчые от е, # по параметру №. 
Подставляя в (8) и исключая 22 посредством (15), уравнение (8) прини- 
маст вид: 

А- Вх? + Се 0, ыы 
|. 
что должно удовлетворяться бесконечным множеством независимых значений 
х ну, откуда должно быть: 
0: В=0, С==0, 
Выполняя указанную подстаиовку и пренебрегая степенями выше первой 
ры 
оте, й, е, №, в’, №", первые два равеиства принимают форму: 
Е 
с 3+0 (4 — 249 0, [3 


д и =” р 
г: +(2 и == - бе" — 0, {17) 


Третье получается из этого последнего заменой е на й. 
Написаиные здесь производные берутся по И. Примем теперь за иеза- 
висимую переменную с. Получим: 


аи _ 1 в 
ЧЕ" а? `` 3* 
4е Це &е 
"= е' — а + а 
г Ясин е В а. 
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Выражения (16) и (17) и. вид: 


2—е_ вай 
и Иа т О, (А) 
1 4е В МЕ е 1 &е - 
(5%-* Е ем (1% ша За Ч —- в) 


ау ы 
Нетрудно получить из {А) выраженме ы без произвольной постоян- 


ной. Однако для подстановкн в (В; нам нужиы лишь выражения 


2 
чи и и с точностью ло членов порядка е, №, 0?. С этой степенью при- 
ближения че выражает просто притяжение сферы переменной плотности # 
ва точку Р, находящуюся на расстоянии с оз немара, т, е. 
@ 
ай 1 
== — —5 | Атас. 
ас се 
о 
Положив 
с 
ПВ (= ас, 
м 
получим: т 
ай’ 45^/ | и 8=/ 
- —- - 1— 4-е. 
ас в", НЫ 
Гы 
Подставляя это в (В) и умножая на ЕЙ? получаем: 
2е2е ае В 
5 о =) =0. 
Г 1 а (= ‚) (18) 


Это есть знаменитое уравнение Клеро, которое, следуя Тодгентеру, - 
назовем первичным уравнением; оно служит для определения закона 
изменения сжатия от одного эллиисоида к другому, в случае если задан 
закон изменения А с с. 

Сам Клеро приходит к уравнению (18) гораздо более сложным путем, 
чем это сделали мы. Он вычисляет приближенным образом притяжение, ко- 
торое оказывают эллипсоилальные слои на внутреннюю точку, и ставит 
условие, чтобы равнодействующая этого притяжения и центробежной силы 
была нормальна к поверхности эллипсонда, проходящего через данную 
точку. 

Для величины #, от которой зависит сжатие главного сечения (р, 6), 
получается такое же выражение, как и (18), путем замены е на й. 

Итак, еи й, рассматриваемые как функции с, являются двумя решени- 
ями диференциального уравнения второго порядка. Докажем, что при по- 
граничных условиях, вытекающих из теоремы Стокса, и припоминая поло- 
жения $ 74, эти два решения должны совпадать, и для всех зиачений с 
должно быть е=й. 

79. Эллипсоилы РАВИОЙ ПЛОТНОСТИ СУТЬ СФЕРОИДЫ ВРАЩЕНИЯ. Предположим, 
что вращение совершается вокруг оси с со скоростью ®. Обозначая через 
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С, Е, Н значения с, е, В лля внешнего эллипсонда, выражение для поверх- 
ностной силы тяжести будет (5 29): 


С { 18—50 (И 5 у} 
во 20 Ра! 
где С’ и у — положительные постоянные. С другой стороны, из (10) для 


ори (15) функции / получаем, пренебрегая вторыми степенямн е, Й, 
> ая 


5 


ди’ т, =) ав, Н 
о 2С\ С 2С\ас Е 


где индексы 1, приписанные производным, указываяот значения д.я С о 
Сравнивая два выражения для &.. Имеем: 


Е ЕН, | 
Иа _ (9) 
ан ЕЕ 


Рассмотрим тсиерь диференциальное уравнение: 


4 2} ( хз | 
48 ах о 9 1 о, Со 


гле А — зачанная фуикция х, а 
2 
1—1 вах, | 
о 


и докажем, что Х вполне определяется условиями: =1 при х=Сий 
конечно вместе со своей первой производиой в иитервале от 0 до С для х. 
Действительно, пусть будут / и Ф два решения уравнения (20), удовлетво- 
ряющие этим условиям. Из (20) и аналогичного уравнения для Ф легко за- 
ключаем: 


4 9 ( а и 25 
тала "ая НХ Ах 


Интегрируя от _х до С, согласно сделанным предположениям, что Тиф 
равны сдииице при х ==С, найдем: 


@ 
4 “7 а = 2х2 > 
08 4х  ах/с т ах ИЕ 2 ШИ и 2) 
х 
2х7 [23 
Функшио —— можно написать в форме —^_, где 
1 Ат 
Е 
По =, 
х=0 Ат 


1 
Она, следовательно, становится бескоиечиостью порялка -., когла х 


стремится к нулю. Отсюда интеграл в правой части (21) становится бесконеч- 
иостью, оставаясь положительным, когда х стремится к нулю. Следователёно, 


о) РЕ 
\ах 4х/6_ о 


з 
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ах 
во всем интервале иитегрирования. Если ие принимать условия, чтобы 
7 равнялось единице для х==С, то } определяется при помощи (20) и 
условия регулярности за исключением постояииого фактора. Решения для е 
и Й (18) и аналогичные для В будут, следовательво, вида: 


е= ЕХ(с, й=НК(е)- 


а аф 
что требует, чтобы было |" Итак, Ги ф лолжиы совпадать 
с я 


Вволя такие выражения в (19), мы вндим, что должио быть Е==Н, й 
отаюда е=й для всех ‘значений с. 

Таким “образом, доказаио, что эллипсоиды являются сфероидами 
вращения. 

80. Гипотеза, что ПЛОТНОСТЬ ВОЗРАСТАЕТ ОТ ПОВЕРХНОСТИ К ЦЕНТРУ. Можно 
доказать, что при этой гипотезе е должио быть положительным, т. е. эллип- 
сонды должиы быть сжатыми, и что сжатие должио уменьшаться от поверх- 
ности к центру. 

Действительно, помиожив первичное уравнение Клеро (18) ма 31, 
получим: 


„; 4 „‚ @е ое 
© ов + 20 р, — бе! -- 2с8е —=0, (22) 
& 
Замечая, что ЕЕ — СЁ, сумму первых ивух членов можно написать: 
23 @ [рае 
в). 


Что касается двух других члеиов, заметим, что можно положить 


23 
1 №, 


где й есть одно из значений, которые принимает ^ в иитервале (0, с). 
Вставляя это в третий член (22), находим: 


а Че 
= (^ че) =2е(,— 1. (22°) 


Так как мы предположили, что плотность убывает с возрастанием 6, то 


„Че 
„> 0. Поэтому т будет возрастать или убывать при возрастании с 


в зависимости от того, будет ли е положительным или отрицательным. 
И так как эта функция обрашается в нуль при с==0 (вследствие обраще- 


ае 
ния в нуль множителя {), то — имеет знак одинаковый со знаком =, и 


ас 
оба они или все время положительны, или все время отрицательиы во всем 
4е 
интервале (0, с). С другой стороны, первая формула (19) показызает, что Е и“. 
ас, 


ае 
не могут быть оба отрицательны; следовательно, е и Я должны быть оба 
[ 


положительными. 
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Итак, при гипотезе, что плотность возрастает с глубиной, эллипсоиды долж-_ 
ны быть сжатыми, и сжатие должно уменьшаться от поверхности к цеитру. 


Между тем, имеется верхний предел для величины Ё, который получим, 


ае 
замечая, что из первой формулы (19), так как Е. положительно,  сле- 
и] 


дует: 
2Е<5\. 


Нижний предел мы найдем, замечая, что (5 44) разность между момен- 
том инерции о относительно полярной оси и моментом Р относительно 
экваториальной оси может быть выражена через наши величины так: 


о-Р= МСЧЕ- 9, 63) 


где /М — обшая масса планеты. 
В следующем параграфе мы докажем, что @ > Р. Следовательно, Е > 1, 
Итак, получаем: 


5 
т<Е< 5% 


т. е. сжатие внешней поверхности (которое с иашей в —— приближения 
может быть выражено через 2) заключается между = и Первое значе- 


ние мы имеем в случае, когла вся масса а ме. в а (Гюйгенс), 
а второе значение в случае однородности всей массы (Ньютои)- 

Если обозначим через А зиачение интеграла / при с=С, то масса М 
может быть выражена. пренебрегая сжатием, через 4", и с нашей сте- 
певыю приближення (23) может быть еше написано п 


о-РЕЗ СЕ. ь {23° 


81. РАЗНОСТИ МЕЖДУ ГЛАВНЫМИ МОМЕНТАМИ ИНЕРЦИИ НЕОДНОРОЛНОЙ зэ7ли- 
псоидлльной массы. Моменты инерции однородного эллипсоила (4,6,6} с массой 
М относительно осей @ и с соответственно равны: 


м 
ь РЕ (+2), 
м 
= {5 #2) 
=5 {2 - а, 
откула 
М 
9— РЕ @®— 2). 
Если эллипсоил-— тело вращения и мы положим а==22(1 4-2), то, 


опуская члены © 22, получим: 


И -=5 тАсэе. 


* 
Для слоя, заключенного межлу двумя эллипсоидами, бесконечно близ- 
кими, концентрическими и имеющими созпалающее направление осей, соот- 
ветствующая разность выражается р 


24(9—р}= Ре 4(с5е). 
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Отсюда лля массы, составленной из эллипсоидальных слоев, рассмотрен- 
ной нами в предшествующем параграфе, разность между главным моментом 
инерции [9 относительно оси вращения и моментом Р относительно эквато- 
риального диаметра равна 1: 


С 
= | #а(с3е). (24) 
о 


Так как е возрастает с с, то ясно, что 9=— 2>>0, как это утвержда- 
лось в прелылущем параграфе. 

Найдем еще с той же степенью приближения выражение для @. Имеем, 
сохраняя прежние обозначения: 


М Зы 
9=5 2621 + е) =57 ($ - 22), 


8 16 
— — яАе: а 5 
#4= З ис? ас -- 1Е7* 4(есз)}, 


откуда 
с в 
= | 210 вы Е 4(е25 5 
@ = 3 =] №2146 = } (265). {25} 
5 о 


82. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РАХО УРАВНЕНИЯ КЛЕРО. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВЫРАЖЕНИЕ ОТНО- 
шения (© — 2): 0. Для Земли наблюдение явления прецессии дает отноше- 
ние (© — Р):0. Однако полезно иметь и теоретическое выражение. 

Положим” 


п=— 5 (25) 


Согласио сказанному в $ 80 это есть положительная переменная. Можно 
еще доказать, что 1< 3. Действительно, из (22) легко вывести интегриро- 
ваннем по частям в интервале (0, с): 


йе 
27 (= —с ч) — { Ё 4(с5е). 
Г 


И так как е возрастает сс, интеграл п`ложителен, и 


Че 
Зе—е;>0, 


откуда 
т< 3. 


Из (26) заключаем: 


а с @е с [42\ 1 ае, 
4 еай № (“) е @с 27) 
ичи нпаче 
с @е _@ 
к ваше 


* При помощи этого выражения для © —Р нетрулно вывести формулу (23*) 
непосредственно из уравнения (18). 
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О 
Выражение (18), помноженное на -=, дает: 


ай 1—1, 268 6 
АЕ _ 7 Я” и 6. 


Помножив на с2/, это можно написать так: 


ЕЕ ее РЕ = а 55 — 9). 


(28) 
Обозначим через {. значение и для с=С; в силу (19) найдем: 
5 
ид 2. (29) 
Интегрируя (28) между О и С, после разделения на 2и1 -- 1 получим, 
1 5 
о ы —=2 
Е — Е 1 4с, (30) 
Я 2И1-т 
о 
где /) имеет то же значение, как и в формуле (23). Правая часть (30) мо- 
жет быть написана так: 
, С 
5 —е [п 
ЗЕЯ, › у 
Е ъ 


где & есть некоторое среднее зиачение, принимаемое 1 в интервале (0, С). 
Имеем, далее, интегрируя по частям: 


или же, вспоминая выражение о и пренебрегая членами се: 


о 


[6 3 


ср ас= 2 — ТЕ: 


= 


С другой стороны, уравнение (30), если положить 


_ 104 5—@ 


5 1 
+: 89 
можно написать так: г 
СУТ-ЕА в [мае > (24 55), 


о 
откуда 
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Деля (28') на О и вставляя лля у его выражение (29), получаем окон- 
чательио: 


1 
а Ш е 
ь а & 
р 
БИ Е 


Если здесь найдем наибольиее значение функции РЕ, определяемой (31), 
1 
которое она получает при &=3, то получим 5,0037. Есян приравнять этому 


функцию Р в (32), правая часть получит наименьцую возможиую вели- 
чину. 
Такнм образом имеем: 


= В (33) 
о 2— Е Из =] 
5,0037 ТЕ 
и эта формула может служить для получения верхнего предела для вели- 
чины В, в случае если залано значение (© — Р):О. Этот вывод принадле- 
жит Радо. 

83. ОБЩЕЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОИФИГУРАЦИИ, МАЛО, ОТЛИЧАЮЩЕЙСЯ ОТ КОНЦЕНТРИ- 
ческих СФЕР. Лаплас пытался доказать, что в случае жидкой планеты един- 
ственно возможная коифигурация равновесия есть эллипсоидальная конфи- 
гурация Клеро, рассмотреиная в предшествующих параграфах, если иало- 
зжено условие, что поверхности равной плотности иастолько мало отличаются 
от концентрических сфер, что можно пренебречь квадратами отклоиения от 
сферы и произведением этих отклонений иа квадрат угловой скорости. Но 
доказательство Лапласа неудовлетворительио ввиду того, что оно осно- 
вано на разложении потеициальной функции по положительным и отрица- 
тельным стеленям радиуса-вектора, которое законно лишь в том случае, 
если поверхности равиой плотности в точности сферы. Мы даем здесь 
в общих чертах доказательство, которое свободно от этого иелостатка. 


Обозначим вообще через 
Уи а 9—0 (34) 


уравнение одной из поверхиостей равной плотности, подразумевая, что @ 
есть фуикция от , а У— функция от а, 8, и, причем г, 8, и — полярные 
координаты. Допустим, что можно пренебречь квадратом постоянной а и 
произведением ее на о. Получим: 


, ОА ТОАЕ 1 8[\? 
А ой 

о 6) в- В 1 аз ее ь 

ду д, 


(+8). 


{здесь @ производная от @ по \/), 
Е а Е (1 Е в) а”, 


, эй дез да 
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и, отбрасывая члены с а?: 


$ 20 
К = 2% (7) ==0, = Рам и 
1} у ( нХ) пи Ч 
Положим: 
со 
И, 
1 
сле й,— функция от а, и И, — сферическая функция порядка 
имеем: 


пот биз; 
со 


1 
АУ—= — я У пи ОА, 0. 


Подставляя в (8) ($ 75) и приравнивая нулю сумму членов, 
щих от 6 ив, получим: 


не завися- 


г д" — а (268 — 4.) 0. (35) 
Приравнивая затем нулю коэфициент при &/,, имеем: 
а? ва’? ар, ЯР ал, 
53 Е 12 п — 3За'3 (202 = в Е 
д (# +в эн, + ( 7: «) Я: аз — 34 (20° — 4" 4) аа = 0. (35) 
Обращая (как в $ 78) производную, имеем: 
Ч 1 ПА 0” 
аа @'’ ‘ао п 
гак что (35) и (35), деленные на 2'3, могут быть написаны в виде: | 
зат, в _., 
Е: ная == 29° — 4=, (35') 
ие п—2 р, 4 аа ат о, : 
( а № ааа) РИА 0. 9 
Интегрируя (35'), находим без затруднений: 
а 
Но № Я В 
ЯР ==. ее. Ра? аа. 


Подставляя в (36') и замечая, что членами с ©? можно пренебречь, это 
выражение напиием так: 


2 4 


й, _ В 2 азЁ\ ай, 
2 лет. д 
({2а— 2) + (1 =, 


(36”) 
где согласно обозначению, аналогичному 5 78, положено 


= | ра? Ча. 
5 


Что касается условий, вытекающих из теоремы Стокса, упомянутых 
в $ 74, заметим, чго из общей формулы (10) в настоящем случае и с на- 
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итей степенью приближения имеем следующее выражение для поверхностной 
силы тяжести: 
со 


уе, и 


где А — значение @ па внешней поверхности, н нндексы 1 обозиачают зна- 
чения производных для а==А. В правой части (37) положено (что законно 


УМ а 
с наиней степеныо приближения) ‘дз Вместо (м), гле М — полная масса 


#1 
планеты. Из теории Стокса (глава УШ), с другой стороны, выводим, что 
когда внешняя поверхность равновесия удовлетворяет уравнению: 


со 
гЕА-я НЕ 
1 


(гле Н,-— значение #, для а== А), выражепие для &, может быть принято 
в форме: 
со 
= № С, 
Г 


гле С. — сферическая нкция порядка п от бион гле для п 2 имеем: 
й р 


а. #7 (—ПН,и,. 
Сравнивая эго выражение д. с (37), о. для п > 2: 
Ч 
Е —04 (88 
— условие на контуре, с которым приходится считаться при рассмотрении 


вопроса о существовании решения уравнения (36). 


Положим для этой цели 
Е ГЕНИЙ 


Уравнения (35") и {38) принимают вид: 


2, Зака ы 23 2 _ 
ар ие (= Ро, (87) 
42 = я 
4 (и), = #2. г8#') 


Приемом, аналогичным употребленному для выгода (22') ($ 80) из урав- 
нения Клеро, можем написать (37') В виле: 


а /.а>^ 236 
(ва рва (1—7 ы в9 
1 
пола‘ая аЗА„ вместо /, правую часть представим так: 


г (па 9. ‚.), 


т 


10 пицетти П. 
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гле при обычиом предположении, чо плотность возрастает от поверхности 
к центру, имеем <» и для и 222 величина в скобках положительна. 
Из (39) рассуждением, анзлогичным применепному в 5 80, можио, однако, 


42 
доказать, что при и >22; и да ПОЛЖны быть одного зиака, что иесовме- 


стимо с условием (38'). Следовательно, должно быть й,==0 при и`>0. 
Это с нашей степенью приближения доказывает, что поверхности равной 
плотности должны быть эплипсоидами. 


Глава тринадцатая 
ПРИЛОЖЕНИЕ ТЕОРИИ ЖИДКИХ ПЛАНЕТ К СЛУЧАЮ ЗЕМЛИ 

84. ВЕРХНИЙ ПРЕДЕЛ СЖАТИЯ ЗЕМЛИ, ВЫВЕДЕННЫЙ ИЗ ПОСТОЯННОЙ ПРЕЦЕССИН. 
Формулы, выведеиные в предыдущей глаее, имеют приложение к исслело- 
ванию формы и внутреннего строения Земли, если допустить сбычио при- 
нятую гипотезу, что иаша планета однажлы была в жидком состоянии, и 
другое, очень вероятное, предположение, что отвердение Земли мало изме- 


нипо внутреннее распределение массы. 
Начнем с применения к Земле формулы (33) $ 82. Наблюдение дает 


м 1 

ля постоянной ЛИчИН п М ля отношения ———— значение до 

о. ПоеНаЗиНЯ о Ге] 805,6 

{что выводится из механической теории вращения Земли н из наблюдения 
Е 

ягления лунно солнетной прецессии); величина = {которая < нашей сте- 

пенью приближения рагиа сжатию внешнего сфероида) из геодезических 


измерений получается заключеиной между аз и 550. Формула (33) дает 


между тем: 
Ри в 1 
Га] И А Я Е 
1 вп (1) 


и аи = м 


—Р 1 
Если задать для РЕ упомянутое значение ду5р» ТО из (33) закаю- 
ы 


[е) 


1 
чаем, что Е не может превзойти предела 5974` Согласно этой теории и 
при указаиных предположениях можно, следовательно, заключить, что сжа- 
1 1 я 
ЕЕ ачением =: 5) - 
тие Кларка (55) несовместимо со значением зуб постоянной пре 


цессии. Не следует, однако, забывать, что в наших вычислениях отброшены 
малые второго порядка, и это обстоятельство может вызвать ошибку в не- 
сколько единиц в знаменателе вторых частей (1). Но не менее верно, что 
геодезические работы и нзмерения силы тяжести, столь быстро развивав- 
шиеся в послелн е десятилетия, с большой долей вероятности показали, 
что сжатне Кларка (слишком поспешно принятое геодезическими службами 
некоторых государств) заметно превосходит истииное. 

85. Гипотезы ЛЕЖАНДРА ОТНОСИТЕЛЬНО ЗАЧОИА ИЗМЕНЕННЯ ПЛОТНОСТИ ВИУТРИ 
Земли. Первичное уравнение Клгро ($ 78) дает закон, по козорому изме- 
ияется сжатие эллипсоллов равной плотности, если задан закон изменения 
плотности, т. е. если дано # в функции от с. Мы ограничимся изучением 
закона Лежандра, выбраиного с расчетом, чтобы облегчить интегрирование 
уравнения (18) (5 78), но в то же время. как мы скоро убедимся, соответствую- 
щего достаточно правдоподобной гипозезе о степени сжимземости жидкостн. 


10* 
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Закон Лежандра, сохраняя обозначеная предыдущей главы, может быть 
выражен тах: 


рее и (2) 


где и — постоянная. Припомивая. что 


(2) дает: 


влн, по разделениа на с: 


откуда после интегрирогания: 
СЁ — Ст те -- Н соз те 


(би НЫ— проивольные постоянные). Так как А лолжно оставаться коиеч- 
ным при с==0, то должно равняться пулю Н, откуда 


ь Эт ис 


#—=@ =. (3) 


В частности, при е==0 и при с=—С, т е. в центре и па внешней по- 
верхности, мы имеем, с ‘ответственно: 


5 $ С 
№—=1т0, А=С м. 
Из (2) и (3) мы получаем: 
= — (т ие — 216 сс$ #16). (4) 


Первичное уравнение Клеро, помноженное на с”/, т. е. 
ое осеИЕ брей | 2с4е 0, 
2 ас } 


после ввеления вчесто е новой переменной У, определяемой так: 


у— ор, [6 
дает: 
Фу _ „Чу _ м а 


@с ес 7 в 
гли иа основании (2): 
ВЕ аа 
ат Час | су =0. 


Этому уравнению удовлетворяет более общим образом фупкция: 
у— (Р- Ос-- Юг) соз ше + (Р’-Е О'с -- Ю'?) ча тс, {6} 


где постояннье интегрирования Р, ©, №, Р, ©’, № удовлетворяют четы- 
рем условиям: 

68 + 2 = 0, О-тР' 0, 

6ю — 20-0, О'—тР—=0, 


ПРИЛОЖЕНИЕ ТЕОРИИ ЖИДКИХ ПЛАНЕТ К СЛУЧАЮ ЗЕМЛИ 149 


откуда 
1 


ОН ОЕ Гы 


©! 


1 
Е у т 
пер, Ю==— ур, 


Подставляя это в (6), получим: 


т2е?\ _ 
“) ИГ 2ИЕ — #12 05 те\ . (7) 


у-рР {2 "^) 20$ пс Е те эт ше} 2" {( — 


Для нахождения е нужно разделить у на с/, т. © 


бе 
= ($11 с — 91 с0$ тб). (3) 
При с ==0 коэфициевт при Р в {7) обращается в единицу, в то время 
как выражение (8) стаиовится нулем. Если мы хотим, чтобы е, а следова- 
тельно, и у, оставапись конечными при с==0, должно, следовательно, быть 
Р==0. Поэтому имеем: 


26?) $1 те — 3 те с0$ тс 
2 (511 276 — #2 60$ ИС} 


(9) 


где через А’ обозначеза постоянная Р!/и4 : 30. Для мачых значений с чи- 
слитель и г:наменатель (9), разложенные в ртд, лают для первых членов 
разложения, соответственно, 


} 108 ь 1 1965 
-т - "= 
15 3 


. 


Н 
Отсюда значение е в центре равно =. Постоянные Ни 21 находялся из 


условия, чтобы при с==С, т. е. на инешней поверхно.ти, было: 


е=Е, ЕС =54. 
24 


4е 
Второе из них, если для виести выражеине, полученисе из (9), даст: 


ас 
| (т — т) [т -- (и — 3) т] 


РЯ С (42) п [пе -- тет -- (т — 2) 02 т] 
Е Е Е. } 


В последней части мы приняли для простоты С за едииицу (поляр- 
ный радиус земиого сфероила) Подставив в (10) лля земпого хжатия 


(10) 


1 
- наиболее вероятное значение хз н решая {10) псследовательными при- 
ближениями, имеем: 
т = 29,53034 — 145° 41. 


Коэфициент // выведем из (9), полагая с==1, откуда 
Е— 0,256 Н- 
Для нахождения С воспользуемся известным значением средней плот- 


ности Земли А„=5,56. Она выражастся с зочностью, достаточной для 
настоящего вычисления, через 


1 
Ки -=8 (вое ==. 
5 
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Отсюда 


= Я вит т с0$ т) = 3 


Полагая для А„ 5,56 и беря для т найденное значение, получаем: 
С — 4,483. 
Что касается плотнссти в центре и на поверхности, то 
В = т@ == 1,34, А = @зшт-==2,57. 
Отыщем, наконец, при помощи (23) ($ 80) чнсловое значение отноше- 
== А 
ния Ей Во второй части этой формулы положим И 1,8583 вместо 
1. Знаменатель @ вычислим по приближенной формуле (5 81): 
1 
ее О ь Зи — 6) ши] —0,9188 8 
_ : с05 т те -- = 0, = 
3" с: 3 а 0 т) соз т -[ (. 3"? 
о 


и для Е и 1 возьмем получепные значення 


2 1 
2083 " 288,5 
Таким образом найдем: 
О-Р_ 1 
9 — 3062" ь 


Это значение достаточно мало отличается от того, которое получается 
из наблюдений и теорин луино-солнечной прецессии. 

86. Физический смысл гнпотезы ЛеЖАНДРА. Лаплас допускает, что внутри 
жидкой планеты приращение плотности, соответствующее данному прира- 
щению давления, тем меньше, чем болыше сама плотность. Это выражается 
формулой 

ар 
ЧЕЙ. (И 
8’ ) 
где ф(А) — некоторая функция, которая возрастает вместе с А. Наиболее 
простая гипотеза состоит в предположении, что 


1 @ 
вЁ’ и 


где № - постоянная. С другой стороны, имеем ($ 54): 


Яр 
ты 


ВЕ = 


откуда 
ИВ: 
ПЕ п Яс* 

Пренебрегая членами, зависящими от сжатня и центробежной силы (что 
можно сделать в этом грубом исследовании внутренней плотности пзанеты), 
можем положить ($ 78): 

4, 


[21 Ро 
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ай 
Сравнивая эти лва выражения для ЕО имеем: 


А (13) 


что и утверждается гипотезой Лежаняра [формула (2)], которая имест, та- 
ким образом, достаточно вероятную физическую основу. Из сравнения (2) 
с (13) следует: 
4: 
в“. 

Вычислим согласно гипотезе Лежандра давление ро в центре Земли, 
предполагаемой жидкой. Интегрируя (12) ог 0 до С и пренебрегая внеш- 
ним давлением, имеем: 


2 

Ей — №8) 
Положим 
38 
о 
в аа 


где © — средняя поверхностная тяжесть, а ^„— средняя плотность Земли 
(5,5). Получнм: 
В =С 
ро 0,234 (в — #8). {14) 
Ат 


Если мы хотим вычислить ро В атмосферах, заметим, что 
1 ат = 0,76 Оь, {15) 


гле Р-- плотность ртути при 0°. Деля (14) на (15) и ползтая (== 
— 6356000, получаем приблизительно В, =3200 000. 

87. Пределы Стильтеес-Радо для ВНУТРЕННЕЙ ПЛОТНОСТИ Земли Примем за 
сдиниду длины полярный раднус Земли, подобно тому как это сделано 
в 5 85, и примем за известные: 

1) поверхностную плотность 


М2, (16) 
2) нитеграя 
1 
з\ с? 4с = средней плотности = 295 —А, {17) 
о 
3) интеграя : 
5\ Я {18) 
о 
Что касается величниы последнего интеграла, заметим, что постоянная 
—Р 
прецессии дает отношение 9 О" в то время как земное сжатие дает 


О—Р (6 81), откуда становится ьтзвестным ©, которое © достаточным 
приближением моя ет быть выражено через 
1 


8 8 
[реа 
Е Е = [№ 4 — 15 Г. 

о 
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С этими данными, допуская, что А всюду конечяб, положительно и не 
возрастаст при изменении с от 0 до 1, можно установить некоторые пре- 
делы для значення плотности внутри Земли. 

Пусть р==р(с) есль иниегрируемая функция в интервале (0,1) и п и- 


том такая, что 
1 т 


3 ее == А, 5\ ре ас ==Г. (19) 
о ь 
Функции А и р должны совпадать по крайней мере для двух значе- 


ний с в нитервале (0,1). Действительно, мы имеем: 
1 


\ (фр еас=0, (20) 
Г 

1 + 

\и— рае, (21) 


о 
откуда 
п 
\и-ра-де-о. 
Интеграл может равняться нулю только при условин, что &==р меняег 
по крайней мере один раз знак в интервале интегрирования. 
Допустим, что это пронсходит при с—с;. Умножая (20) на с? н вычи- 
зая (21), получаем: 


{Е —- Р (с? — @) пас =0. {22) 


=—- 


Здесь множители с? — с и А—-р одновременно меняют знаки при 
Е—е,. Миожитель с? — с? не имеет других перемен знака; следовательно, 
необходимо, чтобы & — р иеременило еще раз знак в иитервале интегриро- 
вания для того, чтобы (22) могло удовлетво- 
ряться. 

Установив это, дадим фувкини р слелую- 
щую форму: 

РЕР в интервале (0, =), я < 1, \ 
р==А <, „ (0. } 

Скажем, что значение А при с==& заклю- 
чено между ро ир,. Действительно, если сделать 
графнческое представление функций А и р, при-_ 
нимая значения с за абсциссы и А ир за ордн- 
наты, убеждаемся, что крнвая А\А,, представляю- 

Черт. 7. щая функцую А = А (6), должна пересекать каждое 
{из трех звеньев ломаной АВСР, которая прел- 
ставляет функцию р==р (с). 

Согласно гипотезе, сделанной относительио А, кривая КЁ, пони- 

жается вправо; оня начинается выше В (черг. 7) и опускается ниже’ С; 


(23) 
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согласно только что доказанной лемме она обязательно должна иметь две 
точки пересечения с ломаной АВСР. Звачения ро и р: являются, слело- 
вательно, веохним и нижним нпрепелом А при с-—-@; эти последние полу- 
чим, вводя гипотезу (23) п (19); таким образом, находим: 


рой? Е ру (Г — 28) =3, 
О т 


н, разрешая относнгельно д и РВ: 


(= аА-И— ат _ Ы а их 
р 4 -П (та ка)- 
кт 
ЕЕ 


Оба эти предела уменынаются при возрастании 9. Нижний пгедел ру 
перестаег быть применимым, когда он становится равным А. Это пасту- 
пает ири значении я, определяемом из { 

Г 
и = 0,844. 
т ЕТ 0,3: 

Вводя это определенное зиачение @ в перную формулу (24) и заменяя 

там р, значением А,, получаем соответствующую величину р„ из 


5 


А-В &— #0? 
Рите +В“ = == 


т ра 
Г—^) 
Это Ри является также нижним пределом плотности в центре, так как, 


если слелаем <^„, то кривая Лой, встретит единственный раз лома- 
ную АВСО, соответствующую значениям 


П=Ри и РА, 
В интервале (о„,1) можно привять для р„ за нижний предел № и 


за верхний предел значение ру, кдторое получается из второй формулы 
{24), по агая А, вместо р;, т. е. 


Е 


вы +! е5) 

Действительно, вторая формула (24) выражает, что кривая ВоЁ, встре* 
чает ло крайней мере единственный раз поманую р=—=ро, Р=Руи, 8 
частпости, ломаную р== р, Р==А:. Если для с==а будет ‚> ру’, то рисунок 
показывает, что не может иметь места ни одно пересечение. 

Таким же рассужлением мы доказали бы, что, если задан верхний пре- 
дел Ё; для данного значения с==а, можил принять за верхний ирелел ро, 
опрецеляемый из первой формулы (24), полагая в ней А, вместо р;. Но 
нетрудно убедиться в том, что таким образом мы получили бы более вы- 
сокий предел, чем тот, который дастся формулой (25). 
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Сделав числовыс выкладки, мы пайдем: 
при а=0,0 нижний предел 4,74, верхинй предел со 
ь 6 . 


ы. ы , . ‚ 380 
й . ВН ‚ 1 
. = о. 2 
ы Вы ‚ 102 
. О * 8,64 
ь 5 3,28 „ ы 7/3 
р И 9 ь 7.47 
о. , 6,16 
м ^, 4,74 


Если еше допустить другую гипотезу, а именно, что приращение плот- 
ности от поверхности к центру становится все менее быстрым при уве- 
личенни глубины (что равн сильно утверждению, что кривая А; обращена 
вогнутостью к оси абсцисс), то можно найти более тесные пределы. 

Ограничимся определением верхних пределов, отсылая читателя к ори- 
гннальной статье Рало („ВиШее АзНоп.“ 1890) за вычислением нижнего 
предела. 

Вспомогательная функция р изображается двумя прямыми АВ н ВС, 
уравнения которых таковы: 


рр. в нитервале (0, а), 6 
Е | > 


которые имеют общую точку с абсциссой @ н орлинатой р.› еспи по- 


и 
р. в 
= Ре = ра 94 (1 — а). {27) 


Ясно, что согласно сделанной гипотезе кри- 
вая Ар, не может встретить дважды ломаную 
АВС (черт. 8), если она подымается выше точ- 

14 ки В. Таким образом р, (ордината В) есть верх- 
ний предел Е пре с==а. 
Вводя (26) в условные уравнения (19), по- 
пучаем, принимая во внимание (27): 
4А— (1 — 93) 9; + 4р, } 
ТИ — 4-Е брь ® 


откуда 


12 (А —Г) (1 — @)Г—2(1— ЖА 
91 — Г ай бов, Ра ЕЕ 


: (29) 


После вычисления 2 И 91 (27) дает искомый верхний предел для р,. 
При я=—0 (29) и (27) дают: 


210—810,  00—9,84, ро — 12,94; 


ломаная АВС обращазтся в одиу висходящую прямую; р.б есть верхний 
нредел плотности в центре, и из черт. 8 легко вывести, что р.б есть верх- 
ный предел поверхностной плотности. 

При а=0,55 —@,„! наши формулы дают для р: значение 2,70—,; 
соответствующая величина р!==8,37, и легко видеть, что это есть нижний 
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пргдел плотности в центре; так как прямая АВ (р==р,) лежит выше кри- 
вой АА, то не может быть больше одного перосечения этой кривой с ло- 
маной АВС. 

При @>>0,55 (29) даег для р, значение, менышее, чем А, а для 
р.— зиачение слишком большое. В этом случае следует заменить систему 
двух прямых, из которых одна горизонтальная, а другая наклонна, систе. 
мой двух наклонных прямых, имеющих общую точку с абсциссой е=о, 
и из которых вторая проходит через точку с координатами (1, #;). 

Поэтому положнм 


РЕР бе в нитервале (0, <), } (30) 
РЕНИ —@) ь . (&, 1), 
при условин 
Ро — ва А + 91 (1—9). 
Усповия (19) лают тогла: 
4(\ — #1) — 908 + 91 (1 — а, у 
6(Г— #,) — 9098-91 (1 — 5). 
Орднната общей точки двух прямых (30), нли 
Ра Аа -- 91 (1 — а), 
явчяется верхним пределом А при с==а. 
Таким образом получаются следующие пределы для плотности: 


Я Верхний Нижний 
предел нредел 
0,00 12,34 8,37 -о 
0,10 11,96 8,27 
0,20 11,01 8,37 
0,30 10,08 8,87 
0,40 9,33 8,35 
0,50 8,66 7,89 
0,60 7,78 7.03 
0,70 - 6,60 р 6,05 
0,80 5,43 5,07 
0.90 4,26 3,96 
1,00 3,10 2.70 


Здесь вписаны против каждого верхнего предела и нижний предел, вы- 
веденный Радо при помощи кривой, охватывающей наклонную прямую р = 
—=р, +9, (1 — с) системы (26) и наклонную прямую Р==Ро— Че сис- 
темы (30). 


Приложения 
1. ФОРМУЛЫ ГАУССА И ГРИНА 
1. Формулл ГАуссл. Пусть в пространстве т трех измерений, ограпиченном 


одной или несколькими поверхностями, дана функция Р(х, у, 2), конечная, 
непрерывная и однозначная для всех точек простраиства и на контуре и 


Е 
имеющая первую производную по х эх” Конечную и интегрируемую. До- 
Хх 


пустим еще, что поверхность или все поверхносги, ограничивающие объем, 
имеют касательную плоскость. 
Рассмотрим интеграл 


где @т есть злемент объема и интеграл распространен на все рассматри- 
ваемое пространство. 
Заменим 4 через ах дуаг и пронитегрируем по х; получим для какдой 
данной пары значений у и 2; 
[(гези-в, О 
9х 
где Ру и Р, — значения Е в точках Р;, Р,, в которых параллель к оси х, 
соответствующая данным значениям у и 2, встречаег контурную поверх- 
иость. Это будет в случае, если указанная параллель имеет только две 
общие точки с контуром; доказательство без труда распространяется и на 
случай любого четиого числа точек пересечения. На основании (1) имеем: 


ЗЕ = [ом =[е-э 42. {2) 
) 9х 1% 


Обозначим через &$,, 45» элементы поверхиости на контуре, которые 
вырезает призма, параллельная оси х, имеющая основанием в плоскости УЕ 
прямоугольник у. 42, и обозначим через п, п, внутренние нормалн в точ- 
ках Р;, Р›, лежащих внутри элементов 95, 9$. Углы (и., х), (п», х), кото- 
рые указанные внутренние нормали образуют с положительным направле- 


нием оси х, заключаются — первый между би 


‚ второй — между и 


п; поэтому 
Чу 42 —с0$ (п, №} 95, = —- 605 (т.м)а$а. 


Подставляя в {2), получим: 


—@: = — [лс (пьх) 95.— [сов (пэ, х) 45 
; 5 > 
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'де первый иитеграл правой части расиространев па все точкн, аналогич- 
ные Р,; ва контурной поверхиости, а второй интеграл — на все точки, 
аналогичные Р,. Проше можно написать: 


— [сс п, ^). 95, (3) 


5 


гле второй интеграл распространен на всю поверхность. 
8х 
Это и есть формула Гаусса. Ззмечая, что 5 согласно обычному зна- 
23 
чению символа частной производной выражаст отношение приращения ко- 
ординаты х некоторой точки к перемещению ди этой же точки по внут- 
ренией нормали, можем еще написать (3) так; 
9 -[ 8х 


Е 5. 3" 
те (3) 


п 


Замечание Доказательство сохраняст силу, есни Е в некоторой точ- 
ке А (или в коцечном числе точек) становится бесконечностыо порядка 


1 
дп» ГАС п<2, аг есть расстояние текущей точки от А. 
2. Леммл Гринл. Рассмотрим часть пространства, ограниченную, как и 
в прошиом параграфе, и пусть И и У — две функции от х, у, 2, конеч- 
ные и непрерывные вместе со своими первыми произволными и допускаю- 
щие. вообще, конечные и интегрируемые вторые производные. Согласно (3) 
имеем: 
зиди И дих 
РА а (#5 [0 45. 
9х 9х Ох | дп 


5 


Написав апалогичные выражения с заменой х вау ш2 и суммируя, 
положив еще 
__ и, Фи, №И 
+ 


попучим: 


эизи аду, 80 о а 


дм ду ду 420: 


8. ПЕРВАЯ ФОРМУЛА ГРИНА. Поменяв местами в (4) И и У, поскольку 
левая часть от этого не меняется, получим: 


= (5%, е У) 45. (5) 


(би УИ) = 
д" 


Особые случаи. 1. Положим И==1. Имеем 


[ ИН ие Г 


дп 
5 
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2. Попожим И—И и примем обычное обозначение: 
зи\® ФИ\? Зи\= 
АИ НЕ и 
. Е. е зу) $ ы 


ы и 
р, и [| И —— [ У а$, 
Ва п 


Формула (4) дает; 


Замечание. Эти формулы, за исключением (6), нмеют силу, ссли про- 
странство т есть неограниченное внешнее пространство по отношению к 
замкнутой поверхности $, при условии, шо Г нИ обращаются в нуль 
на бесконечиом расстоянии, так что, обозначая через А расстояние теку- 
щей точки х, у, = от посточиной точки О, произведения УЮ, (/Ю оста- 
вались бы конечными при неограниченном возрастании Ю. Действительно, 
рассмотрим объем, заключенный между поверхностью 5 н сферой Х ра- 
диуса Ю и с центром в О, лежащей полностью вне 5. Применяя (4) к 
этому объему, мы должиы прибавить к правой. части член: 


= | ота, Г 


где интеграл распространен на всю поверхность сфёры 2 


Обозначая через @® телесный угол с вершиной в точке О, можем по- 
ложить 4% == А? (9. Поскольку произведения (Ю, ИЮ остаются конечными 


ди 
при возрастании А, остается конечным и произведение Ю зи * ТАК что, 0бо- 
2 


значая через м, м некоторые конечные величнны, можно положить для 
всех значений, больних некоторого предела: 
м Ум 
и<-, — < —. 
Ю дп ` № 


Поэтому нитеграл (а) по абсолютной величине будет меньше, чем 


и следовательно, обращается в нуль при Ю==со. Формулы {4), а следо- 

вательно, и (5), остаются без изменения, если т выражает внешний объем 

по отношению к поверхности $; только п в этом случае выражает нор- 
маль, идущую от $ к внешнему объему, т. е. внешнюю нормаль 

Для случая (6) участие сферы Ув поверхностном интеграле, вообще, не 
исчезает. Если допустим, что 

Ни А? ЗИ 

к=со вВ 


получим на У; 


и 
Пт Аз 0 = — М, 
в=е. 
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и указанное участне становится, при = со, равным: 
а : 
— в =-— | Ма 45, 
ра 4= 


Формула (6) тогда принимает вид: 


5 ЗИ с 
МУ | а Е 4=М, 
ди 
Е 5 
где м обозиачает вновь внешнюю нормаль. 
1 


4. ВтотАЯ ФОРМУЛА ГРинА. Положим в (5) Фе где г — расстояние 


текущей точки х, у, 2 от постоянной точки О внутри объема т. Можем 
применить (5) к объему т, исключая объем произвольно малой сферы Х, 
имеющей центр в О. Обозначая через *, ограниченное таким образом про- 
странство и замечая, что 


напишем (5) в виде: 


8— 9— 
м а о э ке ри ВИ Г о 
й ‚) \г дя дп ПАГ 9 ак 
$ ; 


“4 
тле последний интеграл распространен на поверхиость сферы Х. Заменим ах 
через #229, где @® имеет то же значение, как и в прошлом параграфе. 


Тогча эгот интеграл принимает ВИд: 


1 
о 
| И гаи ум 
ги 8 1 д 
Е 4: 


д ч< 


зи 
Так как предполагается, что У и < конечны и непрерывны во всех 
% Г 


точках, то первый из интегралов` правой части стремится к нулю вместе с, 
а последний интеграл стремится к 4пУ., где И, — значение У в точке 0, 
от которой отсчитывается расстояние г. Отсюда (5') обращается в 


й 
о 

Чаи ((7 Е -и 45 Г: и, в) 
3 вп гоп 3 


откуда, если положить вместо 477? 4г4®, сразу видно, что величина объ- 
емного интеграла, зависящего ог малой сферы У, исчезает вместе с и. 
Замечание Г. Если точка, от которой отсчитывается расстояние х, на- 


1 
ходится вне объема т, можно применять формулу (5), если положить — 
вместо И и нуль вместо А,(, так что (5) в этом случае обращается в 


1 
“= в 
У | ( йе т ; и ие Е Аи Е. @) 
ь * 
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Если, наконеи, точка О находился на поверхности $ и эта поверхность 
допускает в ней касательную плоскость, то рассуждение, ‘аналогичное тому, 
которое послужило для установления (7), докажет, что в этом случае 


1 


м 
ЧА й 
вым (уе оаы ам ” 
$ 9” г и/ у ®) 
Залечание И. Положив в (7), (7), (7) Иа, получим форнулу 
Гаусса: 
п: 
54:0 9. 
$, д 


в зависимости от того, будет ли точка О внутренней, внешней или на по- 
верхности. 

5- ВЫРАЖЕНИЕ АТ В ОРТОГОНАЛЬНЫХ КРИВОЛННЕЙНЫХ КООРДННАТАХ. Можем 
лать как прияожепие формулы (6) выражение А, И в ортогональных крнво- 
линейных коордниатах. Пусть точки прэстранства отнесены к криволиней- 
ным координатам х;, х., х», и пусть 


952 — ах? + их Г сахр 


— квадрат лниейного элемента. Рассмотрим функцию Ух х., х:) и пра- 
лэжим формулу 


[алии ЕЕ СЯ (6) 
2 дп ы 
5 ` 


к бесконечно малому параллелепипелу, три пересскающихся ребра кото- 
рого ОА, ОВ, ОС касательны к координатным лнниям. Обозначны через 
ОР, ОЕ, СЕ ребра, параллельные и противоположные, соответственно, ОД, 
ОВ, ОС. Часть поверхностного ннтеграла, зависящая от грани ОАРВ, 
такова: 


и 
_) аб аж: ах. = 20 Зи ах ах.. 
9/7. е 9, 


Часть иитеграла, происходящая от противоположной грани, имеет ана- 
логичное выраженне, в котором 4х, противоположного знака, а колнчества 
у : й 
а, 6, с, —— изменены подстановкой ОС в качестве координатной лннии х,. 

3 
Таким образом общее влиянне двух, противоположных граней ОДЕВ» 
ОБСЕ в интеграле равно: 


— Я: Фан 9- “. м . 
3 3 


Подобным образом вычисляется п часть интеграла, зависящая от про- 
чих четырех граней. 
Замечая, что элемент объема выражается через 


4: == абс ах, ах, ху 
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и что для бесконечно малого объема 4х первая часть (6) может быть на- 
писана в виде А,У 4=, получнм, опуская общнй множитель @т: 


1 8 веду“ 8 /са дУ 8 /авзу 
к ел 
аёе [9х а 9% ах. 6 дж Эс 9х 
Пример. Полярные коорлинаты. Пусть р, 0, о — рассматриваемые по- 
лярные координаты (радиус-вектор, полярное расстоянне, долгота) точки 
пространства. 
Как уже отмечено, квадрат линейного элемента равен: 
а = а -- ра | зи? 64, 


Положив в выраженни (8) вместо 


Ха, №, № @, 6, 6, 
соответственно, 
р бо Бр 2576, 


10 9 И 9 В 
У = э 6 и) о 
— Р% ( = 2291680 ( 86 т 229126 652 


зто ипаче может быть написано так: 


ра К Ар 1 у 
2\5 У = У- зт 6 5 
ре Е др? @ * 51000 ( 90 ) т 512 0 952 


получим: 


6. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ. Гармонической функцией для ограниченного 
пространства т называется такая функция У, которая однозначна и конечна 
во всех точках, включая и контур, имеет конечные и непрерывные первые 
производные, конечные и интегрируемые вторые производные. удовлетво- 
ряющие уравнению АУ ==0. Такая функция определена во всем простран- 
стве т, если даны ее значения для всех точек поверхностного контура 5, 
ограничивающего пространство т. Действительно, рассмотрим сферу № с 
цеитром в некоторой точке О внутри т, радиусом г, пеликом нахолящуюся 
внутри пространства т. Применяя формулу (Т) к объему, заключенному 
внутри Х, получим: 


Так как нормали совнадают с ралиусамн сферы, то 


Е 
и м’ 
откуда 
! ее ера 
== - 1 УНУ— — (та 
> > г 1 дл © 


Последний интеграл равен на основании (6) вулю Поэтому уравнение (9) 
может быть наннсано так: 


В 
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Такнм образом имеем теорему Гаусса: гармоническая функцня прост. 
ранства т нмеет в каждой точке О этого пространства значение, равно 
среднему арифметическому из значений се в точках поверхностн сферы 
с центром О и полностью заключенной внутри т. Отсюда ясно, что гармо- 
ническая функция не может нметь максимумов или минимумов в точках. 
пространства т, за исключением контурной поверхности. Поэтому, если’ 
такая функция равна нулю во всех точках этой поверхности, онл должна 
быть нулем во всем пространстве. Мы видели, как из этого свойства дока- 
зывается, что гармоннческая функция пространства т оирелелена, если ланы 
ее значения для контура. 


1. ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ ЭЛЛИПСОИДАЛЬНОГО ТЕЛА 


7. С-ОЙСТВА ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ ПРОСТРАНСТВА. Рассмотрим некоторое 
тело С, конечная плотность которого в точке (х, у, =) есть А, пусть @т 
есть элемент объема, окружающего эту точку, г— расстояние этой точки 
от некоторой фиксированной точкн Р. Интеграл р 


а у, (10) 


распространенный на весь объем, занятый телом, называется потенциаль- 
ной функцией тела С на точку Р. 

Слелующине свойства функцин У доказываются с большей или меньшей 
строгостью во многих курсах анализа и математической физики: 

ет, рассматриваемая как функция координат х, у, 2 точки Р, въ 
которой измеряется расстояние 7, должна быть конечной, непрерывной и 
однозначной. 


зи зу ди 
2. Ее первые производные 9" 


д’ ду 
однозначны. Будучн помноженными на постоянвую 7 ныотоннанского тяго- 
тення, они выражают составляющие по осям координат притяжения, кото- 
рое тело оказывает на слиннцу массы, сосредоточенной в точке Р\(х, уе 


эт’ ми | 
3. Вторые пронзволные ду Г д. Конечны, непрерывны и одно- 
2? дхду 


также конечны, -— непрерывны и 


значны во всем пространстве, внешнем относительно тела. Они существуют 
н конечны во всякой внутренней точке Р, для которой отношение прира- 
щення плотности к расстоявию но любому направленню, исхолящему нз Р, 
конечно. о 

4. Вне тела удовлетворяется уравненне: 

5—0 

(теорема Лапласа). 

5. Внутри тела: 

АИ — дк 

(теорема Пуассона). 

6. На бесконечно большом расстоянин У обращается в нуль, причем, 


еслн А — расстоянне точки Р(%х, у,2) от некоторой фнксированной точки 
самого тела, то 


Ши (РИ) = м. 
в= со 
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зле М— масса тела. Это последнее свойство становится очевнлным, если 
заметить, что в силу (10) \ всегда заключается межл 


где Ю и А, — наибольшее и наименьшее расстояния точек тела от точки Р. 
Когда Р удаляется в бесконечность, отношения ВИ и Ю,:Ю стремяся 
х единице. 

Перечисленные свойства являются характернстическими н вполне опре- 
_пеляют потенциальшую функцию тела (6. 

8. ТЕОРЕМА НыотонА. Однородный слой, заключенный ‚между двул я 
концентрическими подобными эллипсоидами, не оказывает никакого при- 
тяжения на точку, лежащую внутри полости. 

Действительно, пусть В; и Ез— два эплинсоида, ограничивающие слой. 
Пусть некоторая прямая с пересекает эллиисоил Б.в точках А, В, а эпли- 
исонл Е, —в точках С, р. В таком случае: 


АС-=ЬВ. (1) 


Действительно, диаметральная плоскость, сопряженная © направленнем с 
относительно элянпсонда Е\, имеет то же свойство и относительно эляни- 
соида Е, на основании подобия обенх фигур, н поэтому хорды АВ н СР 
‘имеют одну и ту же среднюю точку. 

Рассмотрим конус бесконечно малого отверстия с вершиной Р в точке 
внутри внутреннего энлипсомда Ё,. Этот конус вырежет нз нашего слоя 
лв: конических отреска равной высоты АСн ОВ. Обозначая через в рас- 
стояние текущей точки от Р, через 49—-угловое отверстие конуса, полу- 
чим для- элемента массы (прелнолагая плотность равной елннице) р’ р а 
и для притяжения этого элемента на точку Р }46 а®. Отсюда притяжения 
<о стороны двух конических отрезков булут: 

ИРА 
ха \ 4: =} а® (АС), 

БС 

ВВ 
рае \ а? = 0, 

РБ 


` 


На основанни (11) эти притяжения равны и, булучи направленными 
в противоположные стороны, взаимно уравновешнваются. Разлеляя всю 
массу нашего слоя на бесконечно малые части при помощи конусов с вер- 
шиной в точке Р, притяжения каждой пары таких частей взаимно. уравно- 
весятся, чем и доказывается теорема. 

9. ТЕОРЕМА АЙВОРН ОТНОСНТЕЛЬНО СОФОКУСНЫХ ЭЛЛИЙСОИЛОВ. 


Пусть 
юу 2 
ЯРО {Е) 
ю уп 
ПРАВ (го 


И 7. Пищетти 
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— уравнения двух концентрических эллнисоидов ЕЁ и Е,, имеющих общее 
направление осей, которые будем называть софокусными в случае, если 
булет: 


в Е 
с, 


а — 2. 


Пусть А (х, у, 2) — точка, лежащая на эллипсонде Е, которой соответ 
ствует на эллнисоиле Е, точка А, с коорлннатами: 
С 


[2 
5 ру и = 2. (12) 


Пусть еще В (Х, Г, 7) и В, Р.Е, 7,) — лве другие соответствующие 
точки, первая — на поверхности Е, вторая — иа Е,, связанные таким же 
соотношением (12). 

Докажем, что 

АВ, = А, В, 


Действнтельно, имеем: 


0—2} — 1 — 


(13) 


(и 


—ы—ыы—._ 


Ввиду того, что как {х, У, =), таки {Х, т, 7) уловлетворяют уравие- 

нию (Е), то будем иметь 
(АВ? = (А, Ву, 
что и требовалось доказать. 

10 Эллипсоиндальныв соФОкУСНыЕ слон. Рассмотрим слой Т, заключенный 
между двумя концентрическнмын софокусными бесконечно близкнмн элянп- 
соидами, полуоси которых соответственио равны (а, Ву) н (ай. В, 7^), 
гле й бескомечно мало отличается от единицы. Пусть 7, есть слой, заклю- 
ченный между двумя концентрическими эллипсоидами с полуосямн (04, 
1) н (ай, ри, 1.й), имеющими с предылущими эллипсоидами общий 
центр и общее направленне осей. Положим, что 


а? РР, 


г. е. оба слоя софокусны. Кажлой точке {х, у, 2) слоя Г пусть соответст- 
вует точка (%, у, 2.) слоя 7Т\, определяемая посрелством соотношений, ана- 
логнчных {12). Соответственные элементы объемов ат, @т находятся в по- 


стоянном отношенни: 
4 = ау: ааа. (14) 


Пусть М, И, — две соответственных точки на внешних поверхностях 
двух слоев. и пусть И, У; — соответствующие потенциальные функции 
слоя Г на точку М, н слоя 7; на точку М; получим: 


И 4: ВА а Е Сл & 
г” г ау т: 
< ы 
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где на основании предыдущей теоремы г прннимает во втором интеграле 
значения, равные значенням в первом ннтеграле. Отсюда: 
А 5) 
у от ° 
Пусть а<а, т. е. слой Т, заключен внутри слоя Т. По теореме 
Ньютона (5 8) слой Т не оказывает никакого притяження на слой т: 
отсюда И==соп. Из формулы (15) слелует, что и У, =с0п8. Илн: по- 
тенциальная функция эллипсопдального слоя (ограниченного двумя по- 
добными бесконечно близкими элляипсоидамн) имеет постоянное значение 
во всех точках эллипсоида, софокусного данному слою 
1! ВНЕШНЯЯ ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ ПОДОБНОГО ЭЛЛИПСОИДАЛЬНОГО СЛОЯ. 
Пусть 


ь и м 
о {Е 


есть уравнение эллнисоида В, ограничивающего снаружи слой. Тогда 
ра У Е 
яр Реа ета | : 05 


будег уравнением эялипсонла, софокусного к Е, н этот эллипсоид будет 
внешним но отношенню к Е, если и>0. Понятно, что (см. главу Ш, 
6 18) и должно быть большим корнем уравнения (16), в котором мы счи- 
засм данными х, у, 2 и неизвестным и. Результат, полученный в конце 
прелылушего параграфа, можег быть выражен следующим образом: внеш- 
няя потенциальная функция слоя является функцией одного лишь и. П зло- 


жим поэтому: . 
®=(ы). 
С другой стороны, должно быть Ао ==0 или же 
ради р Аи =0. 07) 
о мы имели (глава Ш, 8 18): 
А 24 
Аи => А 5 Юр Ю,, 


таре, = А, 
2 У? 2 
вери ий ри 


Отсюда уравнение (17) дает: 


Ри _ та 
ое = 5 ан © Ки, 
откуда 
{с = сопз0 , 
[© 
ое, (3) 


г. 


11= 
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где для верхнего предела положено со ввилу того, что © должно обра- 
щаться в нуль для бесконечно удаленных точек. © совпадает (за исключе- 
нием постоянного множителя с) с функцией К, свойства которой были 
рассмотрены в $ 18 главы Ш. Мы видели, что, обозначая через в радиус- 
вектор текущей точки, считаемый от внутренней неподвижной точки, 
должно быгь: 
[> 
а Чи 
Ншр 


— ==2. 
в=с5.) УК, 
й 


С другой стороны, если обозначигь через т полную массу слоя, то 
Ши ри =. 
в со 
. 
т 
Отсюда следует, что постоянная с в (18} равна 5 Таким образом по- 
тенциальная функция рассмотренного бесконечно тонкого слоя для внешней 


точки выражается так: 


[®, <) 
т ап 
ИИ 19 
ь 7 ТИТ х’ 


Р] 


где и положительный корень уравнения (16). На поверхности выражение 
для 9 мы получим, полагая и-==0. С другой стороны, © изменяется не- 
прерывно при улаленин от поверхности. Отсюда па самой’ поверхности в 
внугри слоя потенциальная функция слоя выражается так: 
- со 
аи 


т = 
я А. 
2 | Иен, ки 


(20) 


12. ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ ЭЛЛИПСОИДАЛЬНСГО ТЕЛА, ОБРАЗОВАННОГО ИЗ 
ПДОзНЫХ СЛОЕВ И, В ЧАСТНОСТН, ОДНОРОЛНОГО ЭЛЛИПСОИдА. 
1. Случай внешней точки. Пусть 
ХХ. 2 
о р (21) 
22 722 Г: 
есть уравнение внешней поверхностн Е тела. Уравнение подобного внут- 
решиего эляипсоида может быть наинсано так: 


ОУ 
Каф а=т—й (0=1= 1, (22) 


причем полуоси равны а ИТ Иа, И в, ИТЁ 7- Пусть А 
(фупкция олного лишь #) есть плотность слоя, заключенного между двумя 
эялипсонламн, которым соответствуют значения й, равные й и #-Н ай. 
Масса такого слоя равна’ > 


3. Е) 1 
Ч авс [ 1) —(1—В— 41)? | — Э-абе (а — в Зав (23) 
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Потенциальная функция такого слоя па внешнюю точку (х, У, 2) дается 
формулой (19), есян положить в ней 2 равным (23) ия, В, у равнымн 
аИТ— ит. д. Замевим в (19) переменную интегрирования, полагая 


и=$(1—П). 
Уравнение (16), которое определяет и, может быть тогда написано так” 

2 У = 
НЫ =1— в, 7) 
яз $ е-$ ! (27 

и выражение (19) приннмает вил: 

со 

о, ==яйавс « а (25) 
УК 


$ 
гле 
Ю.=(а-$) (2-Е 3) (@ + 3). 


В формуле (25) нижний предел $ интеграла является, конечно, поло- 
жнтельным корнем уравнения (24). 
Допустим, что # есть интегрируемая функция от й, и положим: 
Е 
\* ав=х(®). 
о 


Получим потенциальную функцию У тела на внешиюю точку (х, у, 2), 
нитегрируя (25) от #й=0 до #==1 Положим для этой цели 


откуда 
а! 1 4$ 
в УВ” 
Находим: 
| 1 
й=1 
У, =таве |1 ие ай —абс 1 ® : + ЕЯ ав } 
ав А в=0 Ув, ав 
о о 


Первый член в скобках обращается в нуль, так как при ==0 $(#)=0 
и при #==1 $=©9, откуда 7—0: . 

Во втором члене мы можем принять за переменную интегрирования $ 
вместо й. Пределы интегрнровавия в таком случае будут Хи ©, иде № 
есть положительный корень уравнения 

хе Вл Е 
ати кач 


=1- 226) 


Отсюла, наконец, получаем: 
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где 
2? у Е 
--$ М5 @;° 


В=1 


В случае однородного эллнисоидального тела с плотностью Ё», мы 
имеем ф (В) =Ай. Отсюда: 


со 
2 у 2 \ & 
У == яабсЁ 1 — — - т 
я :| ( 2-5 +5 В) ИВ; е”) 


2. Случай ВНУТРЕННЕЙ точки. Положив 


(28) 


гле х, у, 2— координаты внутренней точки, уравненне (28) будет уравве- 
нием эллипсоида Ё‚, почобного Е и проходяшего через точку (х, у, 2) 
с полуосями а/1— Я, ВИТЯ, СУТ В. 

Потенциальную функцию на точку (х, у, 2) той частн тела, которая 
заключена в эллипсоиде Е, получнм, интегрируя (25) по № в ныитер- 
вале (Н, 1), между тем как потенциальную функцню части тела, внешней 
относнтельно Е,, найдем аналогичным образом, интегрируя выражение по- 
добное (25), в котором нижинй предел интегрировання будет 0 вместо $. 
Положнв 


выразим, согласно сказанному, потенциальную фувкцию всей массы на 
внутреннюю точку так” -: 
1 


т 
1 
ВР пабе 4 ие) 2 2 45 | 
[ й пабе | Ю% ( | ий АТ д 


Н 
абс Ш Ай -- каво 
б 


Сравненне (28) с {24) показывает, что при В=Н $==0; прн А= 
/ обращается в нуль, как уже было сказано. Такнм образом первые два 
члена в болыших скобках последней формулы уничтожаются Послединй 
член преобразуем, как в предыдущем случае, принимая $ за переменную 
интегрирования. 

Таким путем получим окончательно: 


с Е 
У, = кабс [: (п) СВ 


ИЕ: 


н для случая однородиого эллипсоида: 


со 

ыы ко Е ВИ Е @5 
урав, [ (1 ЕЕ РыВ Е. У {29} 
[о 
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Формулы (27) и (29) являются хорошо известными выражениями для 
внешией и внутренней потенциальной функции однородного эллипсоила, 
которые называются именами Родригеца, Пуассопа или Якоби. 

Выкладки 5 18 (глава Ш) легко проверить, так как фувкция (27) обла- 
лает всеми свойствами внешней потенциальчой фувкции. Что касается И» 
то легко локаза ь, что она удовлетворяег уравнению Пуассона: 

ВИ, = — 4=А. 


18. Случай сжатого эллипсоила вращения. Интегралы, стоящие в правых 
частях выражений (27) и (29), легко выражаются в конечном виде в слу- 
чае, еслн две из полуосей а, , с между собою равны. 

Ограничиыся рассмотрением сжатого однородного эллипсонда вращения 
Обозначая его полуоси через а, 8, положим: 


г Е $2 й а В 


Заменим в ннгегралах (27) и (29) переменную, полагая 


/==я 


7 (30) 


>, Ее ит 8’ 
откуда 
2 — 62} 2 
5 2 |5 в о, @5— — (а? и 
У ':` 


Выражение (27) можем написать так: 
Ук А (1 — 9х — ВУ? — 121), 


гле 
фе) 
ы -| а 
У И; 
[> 
в 45 
== агс 
тэ УВ: ее = 
^ 
ба 2 [а 2 
з 5 18 0 
= —“ - Е 122). 
ето И, а Гон 4 
т - (8—6) ° 5 
Отсюда 


2каз6Е зазё. /В Эна, 
Ут ато К— ан (акс Е А (Е—шеш Е). 


Для случая внутренней точки достаточно положнть О вместо Х и сог- 
ласно (30} Е вместо Е. Заметим, что обыкновенный эксцентриситет е внеш- 
исго эллнисоида связан © ? соотношеннем: 


П 
ЕЕ 


14. Компоненты прИТЯЖЕНИЯ. Для получення компонентов притяження, 
которое однородное эллипсоилальное тело оказывает на внешнюю н внутрен- 


